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Resumo

Neste trabalho, estudamos de maneira geral os niimeros hipercomplexos, com espe-
cial atengao para os complexos, os quaternions e os octonions. Estudamos as algebras
de Cayley-Dickson, expondo suas principais propriedades, e, de forma muito breve, al-
gumas outras algebras hipercomplexas, e.g., os split-complexos, os split-quaternions e
os split-octonions. Seguimos introduzindo as dlgebras de Clifford associadas a K-espagos
quadraticos (V, @) (char(K) # 2), enfatizando as dlgebras de Clifford dos espagos quadréti-
cos reais (R, ®, ), Cl, ,, dando a completa classificacao dessas dlgebras utilizando resul-
tados como o teorema de periodicidade de Cartan-Bott. Também discorremos brevemente
sobre representacoes de algebras de Clifford e introduzimos os grupos de Clifford-Lipschitz,
Pin e Spin. No tdltimo capitulo, apds termos dissertado acerca da teoria classica e dos
aspectos fundamentais das algebras de Clifford reais e das de Cayley-Dickson, mostramos
que, deveras, essas duas dlgebras emergem duma mesma estrutura algébrica mais funda-
mental, que chamamos de dlgebra quaternionica generalizada e ampliada, e a denotamos

por i'[n—l (’Vn) .

Palavras-chave: Numeros Hipercomplexos, Algebras de Cayley-Dickson, Algebras
de Clifford.



Abstract

In this work, we study, in a general way, the hypercomplex numbers, with special
attention to the complex numbers, quaternions and octonions. We study the Cayley-
Dickson algebras, exposing their main properties, and, very briefly, some others hyper-
complex algebras, e.g., the split-complex, the split-quaternions and the split-octonions.
After that we introduce the Clifford algebras associated with the K-quadratic spaces
(V, @) (char(K) # 2), emphasizing the algebras of real spaces (R??,®,,), Cl,,, giving
a complete classification of these algebras using results like the Cartan-Bott periodicity
theorem. Also, we briefly talk about the representations of Clifford algebras and intro-
duce the Clifford-Lipschitz group and the Pin and Spin groups. In the last chapter, after
having studied the classical theory and fundamental aspects of the Cayley-Dickson and
real Clifford algebras, we show that, indeed, these two algebras emerges from a more
fundamental algebraic structure, which we called generalized and enlarged quaternionic
algebra, and denoted by A, (7Vn11).

Keywords: Hypercomplex Numbers, Cayley-Dickson Algebras, Clifford Algebras.
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Capitulo 0

Introducao

Os sistemas de nimeros hipercomplexos, como os reais, os complexos e 0s quaternions
podem ser generalizados como R-algebras em maiores dimensoes através de dois caminhos
distintos, a saber, através das dlgebras de Clifford (reais) e das dlgebras de Cayley-Dickson.

O intuito primordial desta dissertacao é apresentar um estudo geral acerca dos siste-
mas de numeros hipercomplexos e das estruturas algébricas que os generalizam. Histori-
camente, a busca por andlogos em maiores dimensoes de sistemas numéricos ja conhecidos
tem sido uma tarefa recorrente no campo da Matemaética. Desde a descoberta dos com-
plexos e da sua extensao 4-dimensional — os quaternions — descoberta por W. Hamilton
em 1843, muitas outras algebras analogas foram descobertas, na mesma e em maiores
dimensoes, como a algebra dos octonions, descoberta independentemente por J. Graves
e A. Cayley, e as algebras de Clifford, descobertas por W. Clifford. Assim, a ideia de
se obter construgoes que generalizasse ainda mais tais algebras hipercomplexas surgiu
naturalmente dentro da comunidade académica, como, por exemplo, o processo de du-
plicagao de Cayley-Dickson. Mais recentemente, especificamente em 1984, o matematico
estadunidense Gregory Wene, entao professor da Universidade do Texas, San Antonio,
publicou um artigo [74] no qual introduziu uma construgao que generaliza ainda mais
essas algebras; essa construcao da origem a uma classe de R-algebras bem mais ampla, da
qual as algebras de Cayley-Dickson e as dlgebras de Clifford reais surgem como casos par-
ticulares. A busca por generalizacoes de algebras em maiores dimensoes tem se mostrado
frutifera, principalmente no ambito da Fisica Tedrica, em virtude da crescente pesquisa
em modelos para descricao de nosso universo através de dimensoes espago-temporais su-
periores a 4.

As algebras de Clifford sao uma classe de dlgebras associativas que generalizam esses
sistemas numéricos hipercomplexos. Sao amplamente utilizadas como ferramenta ma-
tematica para descrigao de fenomenos fisicos e, além da sua importancia na drea da Fisica-
Matematica, possui aplicacoes em outras areas das ciéncias aplicadas, como Engenharias
e Computacao. As algebras de Cayley-Dickson, todavia, nao satisfazem a propriedade
associativa em qualquer dimensao, nem meramente a propriedade alternativa, bastando
considerar a algebras dos sedenions, porém sao todas poténcia-associativas e flexivas. As
quatro primeiras dgebras de Cayley-Dickson, a saber, os reais, os complexos, os quater-
nions e os octonions possuem extensas aplicacoes em intimeras areas da Matematica, da
Fisica e da Computagao; nestas duas tltimas areas, citamos, como exemplos, a mecanica
quantica, a relatividade especial, eletrodinamica e cromodianmica quantica, supercordas,
supersimetria, simulagoes dinamicas, computacao gréfica, visao computacional e robdtica.

A fim de efetivar a proposta desta dissertacao, e na tentantiva de apresentar um texto,

11



12 INTRODUCAO

até a medida do possivel, autosuficiente, dividimos este trabalho em seis capitulos, sendo
os dois primeiros capitulos de carater mais introdutorios; os trés capitulos subsequentes
dao interpretagoes mais amplas desses sistemas, e o sexto capitulo prové uma generalizacao
ultima para os sistemas hipercomplexos desenvolvidos nos capitulos anteriores. Uma
descricao mais detalhada de cada capitulo é dada a seguir.

No capitulo 1, introduzimos os conceitos basicos necessarios para a leitura dos capitulos
ulteriores, como os conceitos de grupos, anéis, corpos, espacos vetorais, produto interno,
norma, formas bilineares e formas quadraticas, e, com especial atencao, as algebras so-
bre um corpo, suas propriedades gerais, algebras de composicao, algebras tensoriais e
exteriores.

No capitulo 2, introduzimos os sistemas de nimeros hipercomplexos, com énfase nos
sistemas mais utilizados, que sao os nimeros complexos, os quaternions e os octonions.
Desenvolvemos varios conceitos e propriedades importantes, como o conceito de conju-
gado, a propriedade de composicao da norma, a nao-comutatividade dos quaternions e
a nao-associatividade e a alternatividade dos octonions, e mostramos que esses sistemas
sao sistemas de divisao. Ainda, estudamos sucintamente os aspectos geométricos dos
complexos e dos quaternions.

No capitulo 3, discorremos sobre as algebras de Cayley-Dickson propriamente ditas,
comecando com as trés algebras classicas: complexos, quaternions e octonions. Provamos
que essas algebras sao isomorfas a certas algebras de matrizes, em especial, o isomorfismo
entre os octonions e a algebra das matrizes-vetores de Zorn. Apresentamos o processo de
duplicacao de Cayley-Dickson e discorremos brevemente acerca da algebra dos sedenions,
mostrando sua nao-alternatividade e que ela possui divisores de zero. Mostramos ainda
que todas as algebras de Cayley-Dickson sao poténcia-associativas e flexivas. Finalizamos
o capitulo apresentando o problama da soma de quadrados e expondo importantes teore-
mas, como, por exemplo, o Teorema de Hurwitz, o de Frobenius, o de Pfister, o de Hopf
e o teorema de Gelfand-Mazur.

No capitulo 4, estudamos algumas algebras hipercomplexas interessantes, como a dos
split-complexos, dos nimeros duais, dos split-qauternions, dos semiquaternions dos bi-
quaternions e a dos split-octonions. Apresentamos sucintamente essas algebras e suas
propriedades, mostramos que nenhuma delas é de divisao e mostramos que elas sao iso-
morfas a certas dlgebras de matrizes.

No capitulo 5, introduzimos as &algebras de Clifford de forma universal, expondo
suas propriedades gerais e provando o teorema de existéncia e unicidade. Estudamos as
algebras de Clifford dos K-espagos quadréticos (V, @), char(K) # 0, com especial atengao
para as algebras de Clifford dos espagos quadraticos (RP?, @, ). Nesse contexto, estuda-
mos particularmente algumas dessas algebras, como, por exemplo, a dlgebra de Pauli, Cls,
e a algebra do espaco-tempo, Cl; 3. Seguimos provando o teorema de 8-periodicidade de
Cartan-Bott e classificando todas as algebras de Clifford reais e complexas de dimensao
finita. Terminamos o capitulo com um breve estudo sobre representagoes de algebras de
Clifford e sobre os grupos de Clifford-Lipschitz, Pin e Spin.

Finalmente, no capitulo 6, mostramos que tanto as algebras de Clifford reais genera-
lizadas quanto as de Cayley-Dickson generalizadas surgem naturalmente como casos par-
ticulares de uma classe de algebras mais geral, que chamamos de dlgebras quaternionicas
generalizadas e ampliadas, e as denotamos por U, 1(v,).



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentamos os conceitos basicos que serao utilizados ao longo
deste trabalho. Omitiremos as demonstragoes da maioria das proposigoes aqui apresen-
tadas, porém deixaremos as referéncias para tais provas.

1.1 Grupos, Anéis e Corpos

Para uma leitura mais completa e avangada dos objetos apresentados nesta secao, o leitor
interessado pode consultar os livros [62] e [64].

1.1.1 Grupos

Definigao 1.1. Seja G um conjunto, G # (), e seja - : G X G — G uma operagdo bindria
(i.e,se a,b € G = a-be G). Entao o par (G,-) é um grupo se as trés condi¢oes abaixo
sao satisfeitas:

(i)a-(b-c)=(a-b)-c, para todo a,b,c € G (associatividade),

(ii) Existe um elemento e € G tal que a-e = e-a = a, para todo a € G (elemento
identidade),

(ili) Para todo a € G existe um elemento b € G tal que a-b = b-a = e. Nesse caso,
denotamos b = a~! (elemento inverso).

Se G é um grupo tal que vale a propriedade:
(iv)a-b=10b-a,Va,b € G (comutatividade),

entao G é dito ser um grupo abeliano ou grupo comutativo.

Importante dizer também que G é um grupo finito se a cardinalidade do conjunto G
¢ finita, i.e., se |G| < 0.

Definigao 1.2. Seja (G, ) um grupo e S C G um subconjunto. S é dito ser subgrupo de
G se (S,-) é um grupo. Se S é subgrupo de G, denotamos S < G.

Defini¢ao 1.3. Se (G,-) e (H,*) sdo grupos, entao a aplicagdo f : G — H é um
homomorfismo de grupos se, para todos x,y € G, satisfaz:

f(x-y) = fz)* f(y).

13



14 1. PRELIMINARES

Se existe um homomorfismo g : H — G tal que fog=1idy e go f = idg, onde idg
é a aplicacao identidade de G e idy ¢é a aplicagao identidade de H, entao f é dita ser um
isomorfismo. Ainda, f é um automorfismo se f é um isomorfismo de G em G.

A fungao g é tnica, pois se existe h : H — G tal que foh =1idy e ho f = idg,
entdo h = idgoh = (go f)oh = goidy = g (desde que a composisao seja associativa).
Logo, pela unicidade de g, escrevemos ¢ = f~!. As definicoes de isomorfismos para outras
estruturas algébricas que iremos estudar nas proximas secoes sao analogas a definicao
acima, e a unicidade é verificada da mesma maneira.

Se G e H sao grupos isomorfos, denotamos G = H. Em geral, a relagao de isomorfismo

a3}

sera indicada pelo simbolo “=”.

Observacao 1.4. Se G é um grupo, o conjunto de todos os automorfismos de G
Aut(G) :={f: G — G| f é automorfismo} é também um grupo em relagdo a operagao
de composicao de funcoes.

Exemplo 1.5. O conjunto G = {0, 1} é um grupo abeliano sobre a operagao de adigao,
definida por: 0+0=0,140=1,04+1=1,14+1=0. Além disso, G = Zy = Z /27, onde
Zs € o grupo dos inteiros moédulo 2.

Definigao 1.6. Seja Q # () um conjunto com uma operacao bindria - : Q x Q — Q.
Entao @ é dito ser um quasigrupo se, para todos a,b € @), existem unicos x,y € () tais
quea-r=beb-y=a.

Observe que um quasigrupo é uma estrutura algébrica nao necessariamente associativa.
Definicao 1.7. Um loop é um quasigrupo com um elemento identidade.

Definigao 1.8. Um loop de Moufang' é um loop que satisfaz qualquer uma das trés
identidades equivalentes:

(zy)(zz) = 2((y2)z), 2(y(rz)) = (x(yz))z, y(z(z2)) = ((yx)2)z.
Essas identidades sao conhecidas como identidades de Moufang.

Exemplo 1.9. Os octonions nao-nulos (que serdo introduzidos no capitulo 2) formam
um loop de Moufang nao-associativo sobre a multiplicacao octonionica.

1.1.2 Anéis

Definigao 1.10. Seja R um conjunto, R # (), e sejam +: RX R — Re-: RXR — R
duas operacoes binarias, chamadas adicao e multiplicacdo, respectivamente. Entao a
tripla (R, +, ) é um anel se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) (R,+) é um grupo,

(i) (a+b)-c=a-c+b-c, Va,b,c e A (distributividade a direita),

(ii)a-(b+c)=a-b+a-c, Ya,b,c € A (distributividade a esquerda).

Ruth Moufang (1905 - 1977) foi uma matemética alema.
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Definicao 1.11. Um anel R é dito ser:
(i) Comutativo se vale: a-b="b-a, Ya,b € R.
(ii) Associativo se vale: (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € R.

(iii) Com identidade (multiplicativa) se exite um 1 € R tal que 1-a = a-1 = a, Va € R.

Exemplo 1.12. Seja M,(R) o conjunto das matrizes reais n X n, n > 2. Entao,
M, (R) com a adigdo e multiplicagdo usuais de matrizes é um anel associativo (mas néo-
comutativo) com identidade.

Definicao 1.13. Um anel R é um anel de divisao (ou quase-corpo) se todos os seus
elementos nao-nulos formam um grupo multiplicativo.

Ainda, se um anel de divisao é comutativo, entao ele é um corpo.

Exemplo 1.14. Os quaternions com a adi¢cao e multiplicacao quartenionica forma um
anel de divisao, como sera visto no préximo capitulo.

Defini¢ao 1.15. Seja (R, +,-) um anel e S C R um subconjunto. S é dito ser subanel
de R se (S,+,-) é um anel.

Definicao 1.16. Um ideal a esquerda de um anel R é um subconjunto [ de R tal que
I é um grupo sob a adicao de R e Vr € R e Va € I tem-se que ra € I. Analogamente,
I é dito ideal a direita se ar € I, Vr € R e Va € I. Ainda, se I é um ideal a direita e a
esquerda, I é dito ideal bilateral ou simplesmente um ideal de R.

Definigao 1.17. Seja R um anel com identidade 1. A caracteristica de R é o menor
inteiro positivo n = char(R) tal que >." 1 =0, sendo 0 o elemento neutro da adigao.

Definigao 1.18. Sejam (A, +,-) e (A, +,) anéis. A aplicacao f: A — A’ é dita ser
um homomorfismo de anéis se:

(i) flz+y) = flz)+ fy),

({@)f(z-y) = f(x) ' f(y)

Se A e A’ sao anéis com identidades multiplicativas 14 e 14/, respectivamente, tem-se a
condicao adicional: f(14) = f(14/). Se existe um homomorfismo de anéis f~' : A’ — A
tal que fo f~' =idy e flof =idy, onde ids é a aplicacao identidade de A e id
¢ a aplicacao identidade de A’, entao f é dita ser um isomorfismo. Ainda, f é um
automorfismo se f é um isomorfismo de A em A.

1.1.3 Corpos

Definigao 1.19. Seja K um conjunto, K # (), dizemos que K é um corpo se satisfaz:
(i) (K,+) é grupo abeliano,
(ii) (K\{0},-) é grupo abeliano,
(i) a- (b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c, para todos a,b,c € K.

A partir de agora vamos escrever K para denotar um corpo qualquer.



16 1. PRELIMINARES

Exemplo 1.20. O conjunto dos niimeros reais R e o conjunto dos ntimeros complexos
C, com as operacgoes de adicao e multiplicacao usuais de reais e complexos, sao ambos
COrpos.

Observacao 1.21. Um corpo K é um corpo finito se a cardinalidade do conjunto K é
finita, i.e., se |K| < 0o, e dizemos que |K| é a ordem do corpo.

Definicao 1.22. Seja K um corpo. Um subconjunto S C K é um subcorpo de K se S
forma um corpo com respeito as operagoes de corpo de K.

Definicao 1.23. Seja K subcorpo de F, entao dizemos que F é uma extensao de corpo
de K, e denotamos F/K. O grau da extensao é a dimensao de F como K-espago vetorial,
e denotamos [F : K] = dimg F.

Definigao 1.24. Seja K um corpo com identidade multiplicativa 1 € K. A caracteristica
de K é o menor inteiro positivo n = char(K) tal que >." 1 =0.

Exemplo 1.25. Os corpos R e C tém caracteristica zero, i.e., char(R) = char(C) = 0.

Exemplo 1.26. O chamado corpo de Galois* de ordem 2, Fy = GF(2) = {0,1}, é um
corpo finito® de caracteristica 2.

1.2 Espacos Vetoriais

Um estudo mais completo e avancado sobre os conceitos apresentados nesta se¢ao e na
segao 1.3, pode ser realizado através dos livros [50] e [61].

Defini¢ao 1.27. Um espago vetorial (ou espago linear) sobre um corpo K é um conjunto
nao-vazio V' equipado com uma operacao binaria de adi¢ao (de vetores) 4+ e uma operagao
binaria externa K x V' — V' chamada multiplicacao por escalar, tal que as condigoes a
seguir sao satisfeitas Vo, f € K e Yo,w € V:

(i) (V,+) é grupo abeliano,

(ii) lv =vl = v, com 1 € K,

(iii) (af)v = a(Pv),

(iv) a(v + w) = av + aw.

Os elementos de V' sao chamados vetores e os de K escalares. Um espaco vetorial

sobre um corpo K é chamado também de K-espago vetorial. Nesta secao, V' e W irao
denotar K-espagos vetoriais, a menos que se diga o contrario.

Definicao 1.28. Um subconjunto nao-vazio S C V é dito subespaco de V se Vv, w € S
eVieK= w+weS5. Se SCV ésubespaco, denotamos S < V.

Definicao 1.29. Um subconjunto f C V é uma base de V' se 8 ¢é linearmente indepen-
dente e V' é gerado por f.

2Evariste Galois (1811 - 1832) foi um matemético francés.
3Em geral, um corpo finito de ordem n é chamado de corpo de Galois de ordem n.
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Definicao 1.30. A dimensao de V é igual a cardinalidade de uma base 3 de V, i.e.,
dimg V' = |f|, e dizemos que V é um espaco de dimensao finita se |5| < oo.

Observacao 1.31. A dimensao de V' independe da base, i.e., se a, 3 C V sao bases de V,
entdo necessariamente || = |/5]. Se um espago vetorial finito V' tem base 8 = {vy, ..., v, },
denotamos V' = span{vy, ..., v, } = (v1, ..., Up).

Exemplo 1.32. Considere o espago vetorial V' = R". Considere os vetores e; =
(1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) de R". Entao S = {ey,...,e,} é uma base de V = R".
De fato, pois se v = (vy,...,v,) € R" v; € R, é claro que v = vie; + ... + v,€e,, de modo

que S gera V. Também, sendo Y\ a;e; = (ar,...,a,), se Y o ae; = (0,..,0) = a; =
0,Vi=1,...,n. Logo S é linearmente independente e portanto S é base de V.

Definig¢ao 1.33. Seja {V;};c; uma familia de K-espagos vetoriais. O produto direto desses
espacos € o espaco definido por:

[[Vi={r-1—Uvilreevi

icl iel
que pode ser visto como um subespagco vetorial de todas as funcoes de I em JV;.

Definigao 1.34. Seja {V}ic; uma familia de K-espagos vetoriais. O suporte de uma
fungao f: I — ,.; Vi é o conjunto:

supp(f) :=={i € I |f(i) #0 }.

Dizemos que a fungao f tem suporte finito, e denotamos supp(f) < oo, se f(i) # 0
apenas para um numero finito de ¢ € I.

el

Defini¢ao 1.35. Seja {V;}ic; uma familia de K-espagos vetoriais. A soma externa desses
espacos € o espaco definido por:

ext

PVi = {71 — Vil F3) € Viosupp(f) < oc}.

el i€l

Definicao 1.36. Um espago vetorial V' é a soma direta interna de uma familia de
subespacos {V; }icr, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

) V=2 Vi={D i vi | vi € Vi,
(ii) Vin (32,4 V5) = {0}

Se essas condicoes sao satisfeitas, denotamos V' = @,., Vi. Se {V;}i_, é uma familia
finita, entao escrevemos:

V=@Pvi=vie..aV.
i=1
Exemplo 1.37. Sejam V) e V; K-espagos vetoriais tais que V) NV, = {0}. Entao a soma
direta desses espagos é Vi @ Vo = {v; + vy | v1 € Vi, 09 € Vo).

Definigao 1.38. Uma aplicacao f : V — V é dita linear (ou K-linear) se, YA € K e
Yo, w € V, tem-se que f(v+w) = f(v) + f(w) e f(Av) = Af(v).
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Definicao 1.39. Seja f : V — W uma aplicacao linear. O nicleo ou kernel dessa
aplicagao é o conjunto ker(f) :={v eV | f(v) = 0}.

Observacao 1.40. O nucleo de toda aplicacao linear f : V' — W é um subespaco de
V', pois 0 € ker(f) e se v,w € ker(f), entdo f(Av+ w) = Af(v) + f(w) = 0, implicando
que Av + w € ker(f).

Observagao 1.41. Uma aplicagao linear f : V — W é dita isomorfismo se existe uma
linear f~! : W — V tal que fo f~! =idw e f~' o f = idy, onde idy é a aplicacao
identidade de V' e idy é a aplicagao identidade de W, e uma linear f : V — V (de V
em V) é dita endomorfismo. O conjunto de todos os endomorfismos de V' junto com a

adicao de aplicacoes e o produto escalar forma um espaco vetorial, e o denotaremos por
End(V).

Definicao 1.42. Dois K-espagos vetoriais, V e W, sao ditos isomorfos, e denotamos
V 2 W, se existe um isomorfismo entre eles.

Observacgao 1.43. A relacao de isomorfismo é, em geral (para todas estruturas algébricas),
uma relac¢ao de equivaléncia, i.e., ela é reflexiva (V = V), simétrica (V=2W = W 2 V)
e transitiva (V=2W, W =27 =V =7).

Teorema 1.44. Sejam V e W K-espacos vetoriais de dimensao finita e sejaT : V. — W
uma aplicagao linear. Se {e;}_, é uma base de V', entdo a aplicagao T' € um isomorfismo
se, e somente se, {T'(e;)}'_; € uma base de W .

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [64], p. 177. ]

Teorema 1.45. Dados dois K-espacos vetoriais, V e W, temos que V =W < dimV =
dim W.

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrada em [64], p. 178. O

Definicao 1.46. Seja V' um K-espaco e seja W < V subespaco. Se v,w € W, denotamos
v=wmod Wsev—weW. Sev eV, entdo denotamos por v = v+ W = {v 4+ w |
w € W} a classe de equivaléncia de v. O espago V/W = {v | v € V'} é chamado espago
quociente de Ve W. A projecio canénica m:V — V/W é dada por 7(v) = 0.

Teorema 1.47. Sejam V e W K-espacgos vetoriais, e seja f : V. — W uma aplicacdo
linear. Seja S <V um subespaco tal que S C ker(f). Sen :V — V/S € a projecao
canénica, entdo eziste uma unica linear h : V/S — W tal que f = ho .

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [61], p. 91. O

Defini¢ao 1.48. Um produto interno em um K-espago vetorial V' é uma aplicagao (-, ) :
V x V — K que safistaz as seguintes propriedades, para todos u,v,w € V' e para todos
A pe K

(i) (Ao + pu, w) = Mo, w) + plu, w),
(ii) <U7w> = <w7v>
(iii) (v,v) >0,

(iv) (v,v) =0 <

iv) (v,

v =20.
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As condigoes (iii) e (iv) dizem que (-,-) é positiva-definida. Um espago V provido de
um produto inteno (-, -), denotado por (V, (-, -)), é dito ser um espago vetorial com produto
mnterno.

Definigao 1.49. Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno. Dois vetores v, w € V sdo
ditos ortogonais se (v,w) = 0, e denotamos v L w. Esses vetores sao ditos ortonormais
se sdo ortogonais e (v,v) = (w,w) = 1.

Definicao 1.50. Sejam V um K-espaco vetorial e d : V x V — R uma aplicacao. Entao
d é uma métrica em V se, Vv, w, z € V', sao satisfeitas as condigoes:

(i) d(v,w) > 0ed(v,w) =0 v=w,
(ii) d(v,w) = d(w,v) (Simetria),
(iil) d(v,w) < d(v,2) + d(z,w) (Desigualdade Triangular).

Um espaco V' provido de uma métrica d, denotado por (V,d), é dito ser um espago
métrico.

Defini¢ao 1.51. Sejam V' um K-espago vetorial e || - || : V — V uma aplica¢do. Entao
|| - || é dita ser uma norma se, Vv,w € V e VA € K, sao satisfeitas as condigoes:
(i) [[ol] = 0,

(i) |[v|]| =0 < v =0,
(iif) [[Av[[ = [Alf[v]],
(iv) [Jv 4+ w|| < ||v]| + ||w]|| (Desigualdade Triangular).

O produto interno de um espago com produto interno (V, (-, -)) define uma norma em
V', dada por ||v|| = y/(v,v). Dizemos que || - || é uma seminorma se as condigoes (i) e
(ii) ndo sdo necessariamente satisfeitas. A seminorma é uma generaliza¢ao do conceito de
norma.

Exemplo 1.52. Considere o produto interno usual do espaco euclidiano R™ definido
por (v,w) = vywy + ... + viwy, se v = {Y;}7; e w = {w;},; em R". Entao a funcao
Jv]| = /{v,v) = \/v?+ ... + 02 define uma norma em R", comumente chamada norma
euclidiana de R™. Esse produto interno é chamado também de produto escalar usual, e
denotado por (v, w) = v - w.

Teorema 1.53. Seja (V, (-, -)) um espago com produto interno, com uma norma dada por
llv|] == +/(v,v). O produto interno (-,-) induz uma métrica em V', dada por d(v,w) =
|l —w||. Assim, qualquer espago com produto interno é também um espago mélrico.

Observacao 1.54. Todo K-espago com produto interno (V,(:,-)) possui uma norma

definida por || - || := /(:,-). Um vetor v nesse espago é dito unitdrio se ||v|| = 1.
Definicao 1.55. Um espaco vetorial V' provido de uma norma || || é chamado de espago

vetorial normado, ou apenas espaco normado.
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1.3 Formas Bilineares e Quadraticas

Vamos definir formas bilineares e quadraticas em espagos vetorais sobre corpos. Para uma
defini¢do mais geral dessas formas em médulos sobre anéis consulte [45].

Definigao 1.56. Seja V um K-espago vetorial. Uma aplicacao B : V x V — K ¢ dita
ser uma forma bilinear em V' se B ¢ linear em cada uma das entradas, i.e., se, Vv, w,z € V
e VA, n € K, as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(i) B(Av + pw, z) = AB(v, z) + uB(w, z),

(ii) B(v, \w + pz) = AB(v,w) + puB(v, 2).

Uma forma bilinear B é dita nao-degenerada se B(z,y) =0, Yy € V, entdao x = 0.
Definicao 1.57. Seja V um K-espacgo vetorial, e seja B : V x V — K uma forma
bilinear. Entao:

(i) B é dita simétrica se B(z,y) = B(y,z), Vx,y € V.

ii) B é dita antissimétrica se B(x,y) = —B(y,x), Vx,y € V.
iii) B é dita alternada se B(x,y) =0, Vx,y € V.

iv) B é dita hermitiana se B(z,y) = B(y, x), Yz,y € V.

v) B é dita positiva-definida se B(x,z) > 0,V € V.

(
(
(
(

Exemplo 1.58. O produto interno usual de R™ é uma forma bilinear simétrica positiva-
definida.

Definicao 1.59. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K, com char(K) # 2.
Uma forma quadrdtica sobre V é uma aplicacao ) : V — K que satisfaz as seguintes
propriedades, Vv € V e V) € K:

(i) Q(Av) = X*Q(v),
(ii) A aplicacdo Bg(v, w) = :[Q(v+w)—Q(v) — Q(w)] é uma forma bilinear simétrica.

Uma forma quadratica @ é dita ndao-degenerada se Q(z+y) = Q(y), Vy € V =z = 0.

A forma Bg ¢ dita ser a forma bilinear associada a forma quadrdtica (), observe
ainda que temos a relagdo Bg(v,v) = Q(v). Pela definicdo acima, vemos que toda forma
quadratica () em um espaco vetorial V' define forma bilinear simétrica Bg. Ainda, uma
forma bilinear simétrica B é unicamente determinada pela forma quadratica associada
Qp(v) = B(v,v), através da identidade de polariza¢ao:

Blo,w) = 5 (@s(v +w) ~ Qn(v) — Q(w)). (1.1)

Definicao 1.60. Um espaco vetorial V' junto com uma forma quadréatica nao-degenerada
() é um espago vetorial quadrdtico ou espaco quadrdtico, e o denotamos por (V, Q).

Teorema 1.61. (Lagrange?) Se V' é um K-espago com dim(V)=n < oo e B:VxV —
V' € uma forma bilinear, entao existe uma base f = {vy,...,v,} de V tal que a matriz de B
¢ diagonal, a saber, [B(v;,v;)]p = diag(A1, ..., A, 0,...,0), onde r € o posto dessa matriz.

4Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) foi um matemético italiano.
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Se K =R ou C, entao temos o seguinte:

Teorema 1.62. (Sylvester®) Para toda forma quadrdtica Q : V — R, V de dimensao
finita, existe uma base § C V com respeito a qual a forma quadrdtica tem a sequinte

matriz diagonal:
= diag|1,...,1,—1,...,—1,0, ..., 0],
[Qls g ]
P q

com p e q independendo da base.
Demonstragao. A demosntragao pode ser encontrada em [50], p. 361. ]

O par (p,q) é chamado assinatura da forma quadrética. Uma forma quadrética pode
definir uma métrica num espago, e, nesse caso, o par (p,q) € a assinatura da métrica.

1.4 Grupos Classicos

Os Grupos Cléssicos sao muito utilizados tanto na Matematica quanto na Fisica. Nesta
secao, apresentamos esses grupos muito sucintamente; para um estudo mais completo, o
leitor pode consultar o cldssico livro de H. Weyl® [75].

Seja M(n,K) = M,,(K) o conjunto das matrizes n X n sobre um corpo K = (R ou
C), e seja I, € M(n,K) a matriz identidade n x n. Os conjuntos abaixo sdo grupos sobre
a multiplicagao usual de matrizes:

(i) Grupo Linear Geral. E o grupo das matrizes inversiveis:

GL(n,K) ={A € M(n,K) : A é inversivel}.

(ii) Grupo Linear Especial. Eo grupo das matrizes inversiveis com determinante
igual a 1:
SL(n) ={A € GL(n,K) : det(A) = 1}.

Podemos escrever SL(n,K) = SL(n), para simplificar a notagao, quando o corpo K
for declarado.

(iii) Grupo Ortogonal. E o grupo das matrizes inversiveis cuja inversa é igual a
transposta:

O(n) ={A € GL(n,K): A~! = A"}
Se A € O(n), A é dita matriz ortogonal e AA' = A'A = I,,.

(iv) Grupo Ortogonal Especial. Eo grupo das matrizes ortogonais que possuem
determinante igual a 1.

SO(n) = {A € O(n,K) : det(A) = 1}.

5James Joseph Sylvester (1814 - 1897) foi um matematico inglés. Esse teorema é conhecido também
como Lei de Inércia de Sylvester.
SHermann Klaus Hugo Weyl (1885 - 1955) foi um matemadtico alemao.
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(v) Grupo Unitario. Eo grupo das matrizes inversiveis cuja inersa ¢ igual a trans-
posta conjugada (Af = A* = AT):

Un)={AcGL(nK): AT = A"},

Se A € U(n), A é dita matriz unitdria e AAT = ATA = I,.

(vi) Grupo Especial Unitario. Eo grupo das matrizes unitarias com determinante
SU(n) ={A € U(n,K):det(A) =1}.

. . . . . 0 I, -
(vii) Grupo Simplético. Considere a matriz J = 70 ) entao o grupo
simplético de ordem n é:

Sp(n) ={A e M(2n,R): A'"JA = J}.

O grupo Sp(n) é um subgrupo de GL(2n,R).

Exemplo 1.63. O grupo SO(2) = SO(2,R), é o grupo das rotagoes em torno da origem

no plano R?, pois se A = ( Ccl Z > € SO(2)= At = A™! mas A7 = (det(A)) tadj(A) =

( _dc _ab ) = ¢ = —bea=d. Assim toda matriz que pertence a SO(2) é da forma

b
( _ab . ), com a? + b?> = 1. Portanto podemos escrever:

sinf  cos6

50(2) = { Rs = ( cosf = sin@ ) 0 (-mm}

A matriz Ry € SO(2) roda um vetor no plano de um angulo € em sentido anti-hordario.
Note que o grupo SO(2) é abeliano.

Observacao 1.64. As matrizes spin de Pauli’, ou apenas matrizes de Pauli, sao trés
matrizes complexas 2 x 2, denotadas por o1, 09 € 03 e definidas por:

01 0 — 1 0
g1 = 10 , 09 1= i 0 , € 03 = 0 —1 .

Exemplo 1.65. Vamos obter uma forma explicita para os elementos do grupo SU(2)

SU(2,C). SejaAz(x y)ESU(2):>AT:A_1,ouseja,< v —y>:<? E)
z w —z y w
= z = —jyew = T. Assim as matrizes de SU(2) sao da forma | ° % ), com

|22 + |y|* = 1. Sendo & = x1 + 21,y = y1 + y2i € C, podemos escrever:

A:( l‘l—i‘l’gi y1+y2i

—y1 + Yot X1 — Tol ) = o1lz + i(3p01 + 5102 + 2203),

"Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958) foi um fisico austriaco.



1. PRELIMINARES 23

com 22 + 23+ y? +ys = 1eo;, @ = 1,2,3, as matrizes de Pauli. Fazendo 77 =
(1/sin8)(y2, y1,22) = (m1,m2,1m3), 0 € [—7, 7| e & = (01, 02, 03), podemos escrever:

SU(2) = {cos 0L, +isinf(i7- &) | 0 € [~m, x|, 7€ R |7 =1}.

Exemplo 1.66. SO(3) = SO(3,R) é o grupo de todas as rotagoes em torno de algum
eixo que passa pela origem no espago euclidiano R3. Diferentemente de SO(2), o grupo
SO(3) nao é abeliano.

1.5 Algebras

Nesta secao, apresentamos um dos conceitos mais importantes desse trabalho: o conceito
de dlgebra. Os conceitos e propriedades aqui apresentados podem ser encontrados e melhor
estudados nos livros [3], [32], [33], [37], [51], [68] e [71].

1.5.1 Definicoes e propriedades

Definigao 1.67. Seja A um espago vetorial sobre um corpo K e seja - : A x A — A
uma operacao, que sera chamada de multiplicagdo. O par (A, -) é uma dlgebra sobre um
corpo K, ou uma K-dlgebra, se sao satisfeitas as condigoes:

(o -(y+z)=z-y+a-z

(i) (r+y) - z=x-2+y-z,

(i) (Az) -y =z - (Ay) = Az - y),
para todos x,y, 2z € A e para todos A € K.

(132

Doravante, deste que nao haja ambiguidades, omitiremos a operacao “-”, e denotare-
mos por justaposigao, ab := a - b, a multiplicacao dos elementos da algebra A = (A, -).

Observe que as condigbes (i) e (ii) implicam que toda &dlgebra A é um anel com a
mesma multiplicacao da algebra.

Seja A uma K-algebra. Se a dimensao do espago vetorial A sobre K é dimg A =n <
00, entao a K-dlgebra A é dita dlgebra de dimensdo finita ou dlgebra finita. Além disso,
a dimensao da algebra A é igual a dimg A = n, e também denotamos dimg A = [A : K].
Uma base do espacgo vetorial A é dita ser uma base da dlgebra A.

Definigao 1.68. Seja A uma K-édlgebra (com multiplicacao denotada por justaposigao).
A é dita ser uma dlgebra com identidade (ou dlgebra com unidade) se existir um elemento
e € A tal que ex = ze = x, Vo € A. Nesse caso, o elemento e é dito identidade ou
unidade da algebra A, e é denotado por e = 14.

Definigao 1.69. Seja A uma K-édlgebra e seja B < A um subespago. B é uma subdlgebra
de A se ab € B, Va,b € B.

Definigao 1.70. Sejam A; e A, K-dlgebras. A soma direta de A, e Ay, denotada por
A=A & A, é a K-dlgebra definida como segue:
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(i) Como um K-espago vetorial, A é a soma direta dos espagos A; e As.
(ii) O produto de algebra A x A — A é definido por:

(x1 + 22) (11 + y2) = T1y1 + T2Yo, (1.2)
com x1,y; € Aj e 12,12 € As.

Observagao 1.71. Os elementos da dlgebra A = A; & A; podem também ser repre-
sentados como pares ordenados x + x5 := (21, 22) = (21,0) + (0,22), e o produto (1.2)
escrito como (21, 2)(Y1, Y2) = (¥1Y1, T2y2), 71,41 € Ay € T, Y2 € As.

Defini¢ao 1.72. O centro de uma algebra A, denotado por cen(.A), consiste em todos
os elementos € A tais que ar = za, para todo a € A, ie., cen(A) = {zr € A |
ar = xa,Va € A}.

Definigao 1.73. Seja A uma K-algebra. Um ideal a esquerda de A é uma subdlgebra
Z. C Atal que ar € Z., Va € A e Vx € Z,. Um ideal a direta de A é uma subdlgebra
Z, C A tal que xa € Zy, Va € A e Vo € Z;. Um ideal bilateral, ou simplesmente ideal, de
A é uma subélgebra que é ao mesmo tempo um ideal a esquerda e a direta de A.

Definigao 1.74. Seja A uma K-algebra e Z um ideal bilateral. Entao o espago quociente
A/Z, com a multiplicagdo natural 7.7 = Ty define a dlgebra quociente de A e Z.

Observacao 1.75. Uma K-algebra A é ela prépria um ideal de A. A subélgebra {0}
composta apenas do elemento nulo de A é um ideal. Esses dois ideais sao chamados ideais
triviais, todos os outros ideais de A sao chamados nao-triviais.

Definicao 1.76. Uma K-algebra A é dita central se o seu centro é igual a K, i.e., se
cen(A) = K.

Definicao 1.77. Uma K-algebra A é dita ser comutativa se, para todos =,y € A, tem-se
que Ty = yz.

Definicao 1.78. Dada uma K-dlgebra A, definimos o associador como sendo uma
aplicagao trilinear (-,-,-): A x A x A — A, tal que, para x,y, z € A:

(z,y,2) = (zy)z — x(y2). (1.3)

Definicao 1.79. Uma K-algebra A é dita ser associativa se, para todos x,y,z € A,
tem-se que:

(xy)z = z(yz) ou (z,y,z) =0. (1.4)

Uma élgebra ndo-associativa é uma algebra na qual nao vale (1.4).

Definicao 1.80. Uma K-algebra A é dita ser alternativa se, para todos =,y € A, tem-se
que:

(y,y,2) =0 e (y,z,y) =0, (1.5)

ou

(yy)zr =y(yzr) e (yx)y =y(zy). (1.6)
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Conclui-se facilmente que qualquer algebra associativa ¢ alternativa. A alternatividade
¢, deveras, uma generalizacao da associatividade.

Definigao 1.81. Uma K-élgebra A é dita ser flexivel (ou flexiva) se, para todos x,y € A,
tem-se que:
(@, y,2) =0 ou (zy)z=z(yz). (1.7)

Facilmente infere-se que toda &dlgebra comutativa ou associativa é flexivel. Assim,
associatividade implica alternatividade que implica flexibilidade.

Exemplo 1.82. Os sedenions formam uma &lgebra nao-comutativa, nao-associativa e
nao-alternativa, porém flexivel, como veremos no capitulo 3.

Definicao 1.83. Uma K-algebra A é dita ser poténcia-associativa se, para todo elemento
x € A, vale a lei poténcia-associativa:

"™ = "t (1.8)
para quaisquer inteiros positivos n e m.

Como toda algebra forma um anel com respeito a multiplicacao da algebra, temos o
seguinte:

Proposicao 1.84. Seja A uma K-dlgebra com identidade, tal que o anel A tem ca-
racteristica zero, entao A € poténcia-associativa se, e somente se, todo elemento v € A
satisfaz:

v’r = za? e 2°2* = (2%7)x. (1.9)

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [1] (Lema 3), p. 554. O

Teorema 1.85. Toda dlgebra alternativa é poténcia-associativa.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 226. O]

Teorema 1.86. (Artin®) A subdlgebra gerada por dois elementos, x ey, de uma dlgebra
alternativa € associativa.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [68], p. 18. O]

Definigao 1.87. Um elemento z de uma élgebra A é dito ser um divisor de zero se existe
um elemento y # 0 em A tal que zy = 0 ou yz = 0.

Definicao 1.88. Seja A uma K-dlgebra. A é dita ser uma dlgebra de divisio se, para
todo elemento b € A, e para todo elemento nao-nulo a € A, existem unicos z,y € A tais
que ax = b e ya = b. Grosso modo, uma algebra de divisao é uma &algebra que admite
divisao.

Proposicao 1.89. Toda dlgebra alternativa e de divisao possui um elemento identidade.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 226. O]

8Emil Artin (1898 - 1962) foi um matemdtico austriaco.
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Proposicao 1.90. Seja A uma K-dlgebra de divisao associativa. Entdo o conjunto
A = A\{0} forma um grupo multiplcativo em relagao a multiplicagdo da dlgebra A.

Demonstragao. Para todos a,b € A, existem tnicos x,y € A* tais que ar = b e ya = b,
e como A* é associativa e possui elemento identidade, é um grupo. m

Importante dizer que toda algebra de divisao nao possui divisores de zero nao-nulos.

Ainda:

Proposigao 1.91. Uma K-dlgebra A finita € de divisao se, e somente se, nao possui
divisores de zero nao-nulos.

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [25], p. 186. O

Definicao 1.92. Uma K-dlgebra A é dita ser uma dlgebra normada se A possui uma
norma || - || : A — [0, +00) tal que ||zy|| < ||z||||ly]], Vz,y € A.

Definigao 1.93. Sejam (A,-) e (B, x) duas K-édlgebras. Uma aplicacdo ¢ : A — B é
dita ser um homomorfismo de dlgebras (ou K-homomorfismo de dlgebras) se, para todos
z,y € A, satifaz:

Y(x-y) = P(x) *P(y),

e se essas dlgebras possuem identidades 1 4 e 15, tem-se a condigao adicional: ¥ (14) = 15.
Ainda, ¥ é um isomorfismo se existe uma homomorfismo de &lgebras ¥»~! : B — A tal
que v toh) =idy e oy~ =idg, e é um automorfismo se é um isomorfismo com A = B.

Definigao 1.94. Seja A uma dlgebra. Um antiautomorfismo é um isomorfismo ¢ : 4 —
A tal que Y(zy) = ¢ (y)(z), para todos z,y € A.

Definicao 1.95. Seja A uma algebra. Uma aplicacao linear invertivel a : A — A é
uma involucao se, para todos =,y € A, satisfaz as condigoes:

ala(z)) =z e alzy) = aly)al(z).
Uma algebra com involucao é dita ser uma dlgebra involucional.

Definicao 1.97. Seja A uma algebra. Uma aplicacao invertivel a : 4 — A é uma
anti-involugdo se a(a(x)) = = e a(zry) = a(x)a(y), para todos x,y € A.

Teorema 1.98. Uma involugao v : A — A, de uma dlgebra A, é um automorfismo se,
e somente se, A € comutativa.

Demonstragao. Tem-se que a(xy) = a(x)a(y) = a(y)a(x), Vz,y € A se, e somente
se, xy = yx, Vr,y € A, i.e., a involucdo a é um automorfismo se, e somente se, A é
comutativa. O

Teorema 1.99. Sejam o,y : A — A, duas involugoes de uma dlgebra A, entdo a
composta s = oy é um automosfismo.

Demonstragao. s(xvy) = (aov)(zy) = a(y(y)y(r)) = a(y(x))a(v(y)) = s(z)s(y). O
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Vamos ver agora que uma algebra pode ser completamente determinada por sua tabela
de multiplicacao.

Observagao 1.100. Seja A uma K-algebra finita de dimensao n > 1, com uma base
{e1,...,e,}. Multiplicando os elementos da base, temos:

=> Che, (1.10)
k=1

entao a multiplicacio em A estd completamente determinada pelas n® constantes C’Z’;,

chamadas constantes de estrutura da 4lgebra, e as n? equagoes (1.10) definem a tabela de
multiplicacao da algebra:

H €1 ‘ €9 ‘ Ce ‘ €n
el Egzl C’{;lek Zgzl C{’}ek .. Zgzl C}’:
€2 Zk:l Caiex Zk:l Cer e > k1 Coner
€n Zk 1 1@k Zk 1 zek . ZL Oﬁnek

Definicao 1.101. Dadas duas K-algebras finitas A e A de mesma dimensao n, as tabelas
de multiplicacao dessas duas algebras séo ditas semelhantes se as suas constantes de
Vi,j,k=1,...,n

estruturas sao idénticas, i.e., se C”“ Cw’

Teorema 1.102. Duas K-algebras finitas A e A sio isomorfas, A = A, se, e somente
se, elas possuem tabelas de multiplicacao semelhantes.

Demonstracdo. Se A = A, pelo teorema 1.45, tem-se que dimg A = dimg A = n, daf
dada uma base {e;};"; de A, pelo teorema 1.44, se T': A — A é um K-isomorfismo de
algebras, entao {T'(e;)}"; é uma base de A. Assim temos:

T(ee;) Z Crex) Z T(ei)T (e;),

—k —k —
mas T(eZ)T(ej) = > 41 CiT(ex), onde Cj; sdo as constantes de estrutura de A, logo
Cf = Cr Vi k=1,...n

Por outro lado, se A e A possuem tabelas de multiplicacio semelhantes, por definicao
C’C Czy’ Vi, j, k=1, ...,n. Assim concluimos que dimg A = dimg A = n, portanto existe
uma aplicacao que leva base em base, e como as constantes de estruturas sao iguais, essa
aplicacao define um K-isomorfismo de algebras, logo A = A. O

Z]7

1.5.2 Algebras G-graduadas

Definicao 1.103. Seja V um K-espago vetorial e G um grupo. Se V possui uma de-
composi¢ao em soma direta de subespagos V' = @ ., V., e para todo subespago V,, um
elemento k(a) € G é tomado tal que a aplicagdo « — k(«) é injetiva, entdo V' é chamado
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espaco G-graduado. Os vetores de cada subespaco V,, sao chamados homogéneos de grau
k(«), e escrevemos deg(v) = k(a), Yv € V.

Definigao 1.104. Seja A uma K-dlgebra e suponha que uma G-graduacao A = @, . Va
é definida para o espaco vetorial A. Dizemos que A é uma dlgebra G-graduada se para
todo par de elementos homogéngeos = e y, o produto zy ¢ também homogéneo com
deg(zy) = deg(x) + deg(y), i.e., se x € A, e y € Ag, entao zy € A,y 5.

Exemplo 1.105. Considere o grupo Zy; = {0,1}. Uma algebra A é dita Zy-graduada,
ou superdlgebra®, se ela pode ser escrita como uma decomposicio em soma direta de dois
subespacos, A = Ay ® A;, de modo que apga; € Ay, Yag € Ay e Va, € Ay, agby € Ay,
vao,bo S A() e arb; € .A(), ‘v’al,bl S .Al.

1.5.3 Algebras de Composicao

Definigao 1.106. Uma K-algebra A (nao necessariamente associativa) com identidade
14 € A é dita ser uma dlgebra de composicao se existe uma forma quadratica nao-
degenerada N : A — K que permite composicao, ou seja, que satisfaz, Vr,y € A, a
relacao:

N(zy) = N(z)N(y). (1.11)

Vamos denotar por (-, -) a forma bilinear associada a forma quadrética N(-), e vamos
chamar N(-) de norma.

Exemplo 1.107. A algebra dos complexos C com a norma usual dada por ||a + bi||* =

(a* +b?), é uma 4lgebra de composicao.

Observacgao 1.108. Uma algebra de composicao finita é chamada de dlgebra de Hurwitz.
Vamos ver no capitulo 3 que uma &algebra Hurwitz tem dimensao 1, 2, 4 ou 8.

Proposigao 1.109. Seja A uma dlgebra de composicio. Entdo para todo v € A a
sequinte identidade € satisfeita:

2 — (z, 1) + N(2)14 = 0. (1.12)

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [71], p. 6. ]

Proposicao 1.110. Toda dlgebra de composi¢ao é poténcia-associativa.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [71], p. 6-7. O]

90 termo superdlgebra deriva da fisica tedrica, especificamente da teoria supersimétrica da fisica de
particulas.
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Definigao 1.111. Uma K-algebra A com identidade 14 é dita ser uma dlgebra quadrdtica
se todo elemento x de A satisfaz a equacao quadratica:

2 = Br+ aly, (1.13)
com «, f € K.

Exemplo 1.112. Pela proposicao 1.109 acima, vemos que toda dlgebra de composicao é
uma algebra quadratica.

Proposicao 1.113. Toda R-dlgebra normada (de composi¢ao) é uma dlgebra de divisao.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [4], p. 109. O

Proposigao 1.114. Seja A uma R-dalgebra quadrdtica e alternativa munida de uma forma
bilinear positiva-definida g : A x A — A. Entao A nao possui divisores de zero.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao pode ser encontrada em [25], p. 252. O

Proposicao 1.115. Em qualquer dlgebra de composicao A, as sequintes identidades
(identidades de Moufang) sao satisfeitas:

(zy)(zx) = 2((y2)z), 2(y(zz)) = (z(yz))z, y(z(z2)) = ((yx)2)z,
para todos x,y,z € A.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [71], p. 9. O

1.54 Algebras de Lie e de Malcev

Nesta se¢ao, iremos continuar denotando a multiplicacao das algebras por justaposicao.

Defini¢ao 1.116. Seja A uma K-4lgebra. A é dita ser uma dlgebra de Lie'® se, para
todos z,y, z € V, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) zy = —yx (anticomutatividade).

(i) (zy)z + (y2)x + (22)y = 0 (Identidade de Jacobi'').

Exemplo 1.117. Uma algebra associativa A4, com uma multiplicagdo denotada por
justaposicao, ry, equipada com o comutador:

[,y] = vy — yu, (1.14)
¢ uma algebra de Lie.

Exemplo 1.118. O grupo linear geral G L(n,K) descrito na segao precedente, munido de
uma multiplicagdo por escalar é um espago vetorial, que denotaremos por gl(n, K). Mais

10Marius Sophus Lie (1842 - 1899) foi um matemético noruegués.
HCarl Gustav Jakob Jacobi (1804 - 1851) foi um matematico alemao.
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ainda, esse espago junto com o comutador [+, -], definido por (1.14), é uma algebra de Lie,
que também ¢é denotada por gl(n, K).

Para mais detalhes sobre dlgebras de Lie, consulte [41].

Definigao 1.119. Seja A uma K-algebra. A é dita ser uma dlgebra de Malcev'? se, para
todos z,y, z € A, a multiplicacao satisfaz as seguintes condigoes:

(i) xy = —yx (anticomutatividade).
(i) ((zy)2)z + ((y2)x)x + ((22)x)y — (2y)(xz) = 0 (Identidade de Malcev).

Exemplo 1.120. Toda algebra de Lie é uma algebra de Malcev. Com efeito, substituindo
o termo z pelo termo xz na identidade de Jacobi, obtemos:

(zy)(x2) + (y(2))x + ((22)2)y = (2y)(22) — (22)y)x — ((z2)r)y =
= (zy)(xz) = [(zy)z + (y2)zle — ((z2)2)y = (zy)(x2) — ((2y)2)z — ((y2z)r)z — ((z2)1)y.

As algebras de Malcev sao, na realidade, uma generalizagao das algebras de Lie. Para
mais detalhes sobre dlgebras de Malcev, consulte [67].

1.5.5 Algebra Tensorial

Definicao 1.121. Sejam V e W K-espacos vetoriais arbitrarios. Uma aplicagao f :
V x ... xV — W é dita k-linear se é linear em cada uma das k entradas.
k

Definicao 1.122. Sejam V, W e U K-espacos vetoriais, e seja 6 : V x W — U uma
aplicacao bilinear. O par (U, ®) é chamado produto tensorial de V e W, se a seguinte
propriedade é satisfeita:

(i) (Propriedade universal) Dado um K-espago vetorial arbitrario H, esey : VW —
H ¢é uma bilinear, entao existe uma unica linear f : U — H tal que v = fo®, i.e., 3
Unica linear, f : U — H, que torna o diagrama comutativo:

VleﬁJ

@%

U=VaW

Se (U,®) é um produto tensorial de V' e W, denotamos U = V @ W. Além disso,
sev €V ewe W, denotamos ®(v, w) = v ® w. Utiliza-se também a notacdo ®x para
enfatizar o corpo sobre o qual os K-espacos sao considerados.

A definicao 1.122 pode ser estendida para k espacos vetoriais, Vi, ..., Vi, para obter-se
0 k-ésimo produto tensorial (ou k-ésima poténcia tensorial), Vi & ... ® Vj, entre os espagos
Vi,...,Vk. Em particular, quando V; = V, para todo ¢ = 1,...,n, denotamos o k-ésimo

12 Anatoly Ivanovich Maltcev (1909 - 1967) foi um matemético russo.
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produto tensorial de V por T*(V) = V& = @*V = V®...9V, k vezes. Note que V&’ = K
e Ve = V. Os elementos da forma v; ® ... ® v, € V¥ sdo chamados decomponiveis.

Teorema 1.124. (Existéncia e unicidade do produto tensorial)'® Dados espacos vetoriais
Vi, ooty Vi, k > 1 inteiro positivo, o produto tensorial Vi ®...® Vy existe e € unico, a menos
de isomorfismos.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [44], p. 259. O

Proposicao 1.125. Sejam V e W espagos vetoriais com dimensoes dim(V) < oo e
dim(W) < oo, respectivamente, entdo dim(V @ W) = dim (V). dim(W).

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [32], p. 17-18. O

Proposicao 1.126. Sejam V,W e U K-espacos vetoriais, entdo valem:
HKeV=V.
() VeW=WeV.
i) (VW)U =V (WeU,).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [32], p. 17. O

Definicao 1.127. Seja V um K-espaco vetorial. A dlgebra tensorial de V é uma K-
algebra T'(V') junto com uma aplicagao K-linear ¢ : V- — T'(V') que satisfaz a seguinte
proriedade:

(i) (Propriedade universal) Dada uma K-algebra A e uma linear ¢ : V — A, existe

um tnico K-homomorfismo de élgebras, f : T(V) — A, tal que ¢ = f o1, ou seja, que
torna o seguinte diagrama comutativo:

Teorema 1.128. A dlgebra tensorial de um K-espago vetorial V' existe e € inica, a menos
de isomorfismos.

Demonstragao. (Existéncia) Seja V um K-espago vetorial. Considere o seguinte K-espago

vetorial:
V)=V,
i>0
onde V¥ é a i-ésima poténcia tensorial de V, com V¥ = K e V®! = V. Para cada par
de inteiros nao-negativos (p, ¢), existe uma tnica aplicagao bilinear V& x V®1 — V/@P+a
tal que:
(11 ® ... ®Vp), (Vp11 ® .. @ Vpiy)) —> V1 ® ... @ Upig,

13Na realidade, a existéncia e unicidade do produto tensorial é um aspecto da propriedade da aplicacao
universal na teoria das categorias. Estruturas desse tipo podem ser estudadas de uma forma muito mais
geral dentro da teoria das categorias; o leitor pode consultar [8] para um estudo mais detalhado.
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e desde que VEP @ V®1 C V®P+4 a5 poténcias tensoriais definem uma estrutura de dlgebra
Z-graduada nao-negativa sobre T'(V').

Seja ¢ : V. — T(V) uma aplicacao linear. Seja A uma K-dlgebra arbitraria e seja
¢V — A uma aplicacao linear. Considere uma aplicagao k-linear V' x ... x V. — A
tal que:

(v1, ooy v) > @(v1)...0 (k).

Pela propriedade da fatoragao tnica (ou propriedade universal) do produto tensorial,
existe uma aplicacao linear f; : V" — A tal que:

(1 @ ... ® vg) = P(v1)...0(vi).-

Escrevendo u, = v1 @ ... @ vy € V¥ e u = >, w, € T(V), definimos a aplicagao f :
T(V) — A da seguinte forma:

Entao, dados elementos decomponiveis u = v ®...Qug e v = w1 ® ... Qwy de T'(V'), temos
que:

fluv) = f(11 ®@ ... @V Wy R ... @ wi) = G(v1)...0(v)P(wy)...0(wy) = f(u)f(v),
ou seja, f preserva produto, logo é um K-homomorfismo de algebras com ¢ = f o).

(Unicidade) Suponha que (T(V),v) e (T"(V),¢') sejam &algebras tensoriais de V.
Entao, pela propriedade universal, existe um unico K-homomorfismo de &algebras h :
T(V) — T'(V) tal que ¥/ = h o). Por outro lado, existe um tinico K-homomorfismo de
algebras g : T"(V) — T'(V) tal que ¢ = g o ¢)’. Mas entao temos que ¢’ = (ho g) o)/
et = (goh)o, ouseja, goh = idr ) e hog = idpyy, onde idr vy e idpyy sdo as
aplicagoes identidades de 7"(V') e T'(V'), respectivamente. Portanto h ¢ um K-isomorfismo
de algebras. O]

A dlgebra tensorial T'(V') também é denotada por ®V. Se dim(V') # 1, a multiplicagao
em T'(V') é associativa, mas é nao-comutativa.

Vamos introduzir agora o produto tensorial de algebras.

Proposicao 1.129. Se A e B sao K-dlgebras, entao o produto tensorial A® B junto com
uma multiplicacao definida por:

ARBXARB— ARB
2@y, 2" ®y) — ' @yy
para todos x,y € A e todos x',y' € B, € uma K-dlgebra.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [33], p. 527. O

Como mostrado também em [33], p. 527, essa multiplicagao é associativa.

Definigao 1.130. Sejam A e B duas K-dlgebras. A K-algebra A ® B da proposicao
anterior é o produto tensorial das dlgebras A e B.
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Observacao 1.131. Se A e B sao duas K-dlgebras finitas com bases {ai,...,a,} e
{b1, ..., b}, respectivamente, entdo A ® B serd uma &lgebra nm-dimensional com base
{a; ®@b; | i =1,..,nej=1,..,m} Se Ae B sao comutativas entdo A ® B serd
comutativa, e teremos a; ® b; = b; ® a; para os elementos da base.

1.5.6 Algebra Exterior e de Grassmann

Seja V um espaco vetorial, vamos denotar o produto cartesiano de k desses espacos por
VF =V x .. x V, k vezes. Para algum espaco W, seja ¥ : V¥ — W uma aplicacao
k-linear, (x1,...,xx) — ¥(x1,...,x), € seja Sp o grupo das permutacoes do conjunto
{1,2,...,k}. Entao toda permutagdo o € S define uma outra aplicagdo k-linear, o),
dada por:

0¢($17 sy .flfk;) = 7/’($a(1)7 L) xo’(k))‘

Definicao 1.132. Sejam V e W espacos vetoriais arbitrarios. Uma aplicacao k-linear
YV x..xV — W édita antissimétrica se o) = sgn(o)i, em que sgn(c) =1 se a
permutacao o é par e sgn(o) = —1 se a permutagao o é impar.

Definicao 1.133. Seja V um espaco vetorial arbitrario. Considere VF =V x ... x V, k
vezes. O espaco vetorial /\k V' junto com uma aplicacao k-linear, k£ > 2, anti-simétrica,
v Vh— /\k V', é dito ser uma k-ésima poténcia exterior de V' se a seguinte propriedade
universal é satisfeita:

(i) Se W ¢é um espaco vetorial arbitrério e ¢ : V¥ — W é uma aplicacao k-linear
anti-simétrica, entao existe uma unica aplicacao linear g : /\k V — W tal que ¢ = go 1,
i.e, 4 Unica linear ¢ : /\k V — W que torna o diagrama comutativo:

Vx...xViW/V

o| 5
NV

Os elementos de /\k V sao chamados k-vetores e denotamos 1(xq, ..., x) := T A ... ATy
Ainda, os elementos de /\k V da forma z; A ... A xj, sao chamados decomponiveis. Como
1 é antissimétrica, temos a identidade:

Ty A AT = 8gn(0)Tea)y A o A To(r).- (1.15)

Proposicao 1.134. Seja V um K-espago vetorial com dim(V') = n. Seja {ey, ...,e,} uma
base de V', entao o conjunto:

{eg Neg Ao Ney, i1 <iip < .o <y, <m}. (1.16)
¢ uma base da k-ésima poténcia exterior /\k V.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [28], p. 46. ]
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Corolario 1.135. Seja V' um K-espago de dim(V) = n < oo. FEntdo a dimensao da
-, Lo : k ;
k-ésima poténcia exterior \"V de V' é:

dim/k\V - (Z) - k‘(nn—lk)' (1.17)

Definigao 1.136. Seja V' um K-espaco vetorial, e seja T'(V') sua algebra tensorial. Seja
7 o ideal bilateral de T'(V') gerado por {v @ w+w ® v | v,w € V'}. A algebra quociente
ANV =T(V)/T é a dlgebra exterior de V.

Os elementos de A\ V sdo chamados multivetores.

Teorema 1.137. A dlgebra exterior de um K-espago vetorial existe e é unica, a menos
de isomorfismos.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao pode ser encontrada em [32], p. 100-103. O

Observacao 1.138. De forma equivalente, a algebra exterior de V pode ser definida
como a soma direta das poténcias exteriores:

p
AV=BAV
p=>0
com A\’ = Ke A\' = V, junto com uma multiplicacio A : A’V x A’V — NPTV
definida por:
(V1 A e Ap), (Vg1 A coe AUpig)) > V1 A oo A Upyg,s

que a torna uma algebra associativa Z-graduada nao-negativa.

Se V' é um K-espago n-dimensional com base {ey,...,e,}, ja vimos que as dimensoes

das k-poténcias exteriores de V' sao (Z) Estendendo a multiplicacao A ao espagco A =

Di_, A"V, obtemos uma algebra unitéria e associativa, idéntica a dlgebra exterior de V/,
i.e., A= AV. Portanto a dimensao da algebra exterior de V' sera:

dim \ V = io (Z) —on, (1.18)

k=

A multiplicacdo da algebra exterior nao é comutativa, porém ela possui a seguinte
propriedade:

p q
vAw = (—1)Mw Awv, vE/\V, wE/\V.

Seja \ V' a dlgebra exterior de um R-espago V. Seja g : V x V' — R uma métrica
de assinatura (p,q) em V. Construimos um produto interno (-,-) : AV x AV — R
definindo:

(i) Seue A"V ewve AV, entao (u,v) =0, se p # q.
(i) Sejam u,v € APV, comu =u; A... Auy, e v =uv; A...Av,. Se A= (a);; é a matriz

p X p com entradas a;; = (u;,v;), entdo (u,v) = det(A).

Podemos estender esse produto interno para todos os elementos de /\ V' por linearidade.
Entao a élgebra exterior AV junto com o produto interno definido acima é chamada
dalgebra de Grassmann.



Capitulo 2

Numeros Hipercomplexos

Neste capitulo, iremos introduzir os nimeros hipercomplexos, em especial, os nimeros
complexos, os quaternions e, brevemente, os octonions — nao discorreremos sobre o0s
nimeros reais, pressupondo-se que o leitor esteja amplamente familiarizado com esse
sistema numérico. Muitos dos conceitos desenvolvidos nesta parte podem ser encontrados
em [25] e [42]. As notas histdricas que seguem foram baseadas principalmente nas notas
histéricas contidas nos livros [25] e [73].

2.1 Notas Historicas

Em 1539, Girolamo Cardano (1501—1576), as vezes grafado Gerolamo Cardano, um fa-
moso matematico italiano, foi um dos primeiros matematicos a lidar com ntmeros com-
plexos, atribuindo, em seu livro Artis magnae sive de requlis algebraicis liber unus, popu-
larmente conhecido como Ars magna, as solugoes 5 — v/—15 e 5 + y/—15 para a equacao
z(10 — x) = 40.

Rafael Bombelli (15266—1572), em seu trabalho intitulado L’algebra, provavelmente
confeccionado entre 1557 e 1560, publicado em 1572, executou (corretamente) varios

calculos envolvendo complexos, e.g., aplicou a identidade +/24++/—121 = 24+ /—1 na

equacao 73 = 15z + 4, achando suas solucoes reais e complexas. Bombelli foi o primeiro
a manipular corretamante calculos formais envolvendo niimeros complexos.

Isaac Newton (1642—1727) considerava que a apari¢ao de raizes imagindarias (entidades
contendo raizes quadradas de nimeros negativos) era um indicativo da insolubilidade de
um problema, tendo em vista que na época de Newton os niimeros complexos ainda nao
haviam aparecido em nenhuma area da Fisica e, por conseguinte, careciam de significado
fisico.

John Wallis (1616—1703), em seu De algebra tractatus, publicado em 1685, foi o pri-
meiro matemdtico a esbogar uma correspondéncia entre niimeros complexos e pontos
num plano. Anos mais tarde, Caspar Wessel (1745—1818) introduziu o plano complezxo,
colocando um eixo imaginario perpendicular ao eixo dos niimeros reais e interpretou os
nimeros complexos como vetores nesse plano. Ele definiu as operacoes usuais para vetores
e, consequentemente, as operagoes entre complexos, de uma maneira geométrica. Outro
matematico que tratou sobre a representacao geométrica dos complexos foi Jean-Robert
Argand (1768—1822), em seu livro Essai sur une maniére de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométriques. Embora o trabalho de Argand, assim
como o de Wessel, nao tenha chamado muita atencao, o plano complexo ficou conhecido

35
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como plano de Argand.

Leonhard Euler (1707—1783) fez intimeras contribui¢oes importantes no campo dos
nimeros complexos: introduziu a notacdo i = /—1, introduziu a forma polar de um
nimero complexo, = + yi = r(cosf + isinf), definiu a fungao exponencial e* para um
complexo z = x + iy e provou que e = cosf + isinf. Esses foram apenas alguns dentre
os muitos feitos de Euler.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777—1855) cunhou a expressao nidmero complexo e
ajudou a disseminar, a partir do seu tabalho Theoria Residuorum Biquadraticorum, a
ideia do plano complexo. Também utilizou os ntimeros complexos na demonstracao do
Teorema Fundamental da Algebra.

Em um trabalho intitulado Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples,
with a Preliminary and Elementary Essay on Algebra as the Science of Pure Time, o ma-
tematico inglés William Rowan Hamilton (1805—1865) definiu, pela primeria vez, formal-
mente os nimeros complexos como pares ordenados de niimeros reais, definindo as regras
de adicao e multiplicacao desses pares da maneira como noés as conhecemos hoje. Hamil-
ton, ainda, buscava por uma “Teoria dos Tripletos”, i.e., um sistema de niimeros da forma
a+bi+ cj (chamados por ele de tripletos), que seria o correspondente tri-dimensional dos
nimeros complexos. Apds trinta anos pesquisando sobre tripletos, Hamilton, finalmente,
descobriu, em 1843, os quaternions, que nao se tratava de um sistema 3-dimensional, mas
4-dimensional, publicando sua descoberta no ano seguinte na Philosophical Magazine [34].

Pouco tempo depois de Hamilton ter descoberto seus quaternions, o matematico John
Thomas Graves (1806—1870), no mesmo ano de 1843, descobriu um sistema numérico
8-dimensional, o qual chamou de octaves, que, mais tarde, ficaria conhecido como octo-
nions, porém sua descoberta foi publicada apenas em 1848. Arthur Cayley (1821-1895)
redescobriu os octonions em 1845, e desde entao os octonions também tém sido chamados
de numeros de Cayley.

Em 1870, o matemético americano Benjamin Peirce (1809—1880) publicou o livro
Linear Associative Algebras, contendo um dos primeiros estudos sisteméticos de sistemas
de numeros hipercomplexos, e ainda calculou a tabela de multiplicagao de 162 algebras!

2.2 Os Complexos

Introduziremos, primeiramente, os nimeros complexos como pares ordenados de niimeros
reais.

Considere o conjunto R? = RxR = {z = (z,9) | z,y € R}, tal que se (zg, yo), (x1,y1) €
R?, entao (g, o) = (1, y1) se, e somente se, Tg = T € Yo = y1. Sejam 29 = (zq, Yo), 21 =
(r1,791) € R?, vamos definir as operacoes de adigao e multiplicagdo em R? da seguinte
maneira:

20+ 21 = (zo,yo) + (21, 1%1) = (®o + 1, Yo + Y1), (2.1)
20%1 = ($o7yo)(9€1,y1) = ($0$1 — YoY1, Toy1 + xlyo)- (2-2)

Pelas propriedades usuais de adicao e multiplicacao de nimeros reais, fica claro que
2o + 21, 2021 € R2.

Definigao 2.1. O conjunto R? provido das operagoes de adicao (2.1) e multiplicacao
(2.2) forma um corpo, chamado corpo dos nimeros complexos, e o denotaremos por C.
Os elementos z = (z,y) € C sao chamados nimeros complezos.
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Dados complexos zg = (29, ¥0),21 = (21,¥1), 22 = (22,y2) € C, vamos verificar que
ambas operagoes, de adi¢ao (2.1) e de multiplicagao (2.2), sdo comutativas, associativas e
possuem tnversos e identidades.

I. Propriedades da adicao

(i) Comutatividade: zy + z1 = z1 + 29, V20,21 € C.
(i) Associatividade: zy + (21 + 22) = (20 + 21) + 22, V20, 21, 22 € C.

(iii) Identidade aditiva: O elemento 0 = (0,0) € C é o tnico nimero complexo tal que
24+0=04+2=2VzeC.

(iv) Inverso aditivo: Para todo complexo z = (x,y) € C, existe tnico elemento

—z=(—xz,—y) € Ctal que z 4+ (—2) = (—2) + 2 = 0.

As propriedades acima sao facilmente provadas a partir das defini¢oes (2.1) e (2.2) e
das propriedades usuais dos niimeros reais.

II. Propriedades da multiplicacao

(i) Comutatividade: zyzy = 2129, V20,21 € C.

(ii) Associatividade: zo(z122) = (2021)22, Y20, 21, 22 € C.

(iii) Identidade multiplicativa: Existe inico complexo 1 = (1,0) € C tal que z.1 =
lz=2 VzeC.

Através da regra (2.2), verifica-se:
z1=(z,y)(1,0) = (z.1 —y.0,2.0 + L.y) = (z,y) = =z,

l.z=(1,0)(z,y) = (L.x — 0.y, L.y + 2.0) = (z,y) = =.

(iv) Inverso multiplicativo: Para todo complexo z = (z,y) € C\{0}, existe tnico
elemento 27! € C\{0} tal que 227! = 2712 = 1.

Sendo (z,y) # (0,0) = x® +y* # 0, entdao zz~! = 1 é equivalente a (z,y)(2,y) =
(1,0), ou seja, temos o sistema linear: za’ — yy' = 1 e ya’ + 2y’ = 0. Resolvendo-o

obtemos:
-1 -1 x -y )
< (l’,y) <$2+y27$2+y2 ( )

A multiplicagao é distributiva sobre a adigao:

(v) Distributividade: Para todos 2, z1, 22 € C, tem-se:

20(21 + 22) = 2021 + 2022,

(Z() + 21)22 = 20%2 + Z1%292.

(2.4)

Observacgao 2.2. Dados reais A\, 3 € R e complexos z,w € O arbitrarios, segue direta-
mente da regra de adigao (2.1) as identidades:

ANBz)=(M\B)z, A+ 0)z=Az+pw, Az+w)=Az+ \w.
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Representacgao algébrica de um niimero complexo

Primeiramente vamos observar que dados complexos (z,0), (y,0) € C, tem-se que:
(2,0)+ (y,0) = (xr+v,0) e (z,0)(y,0) = (xy,0). Ou seja, a operagdo com pares da forma
(x,0) é semelhante a operacao de niimeros reais € R. Podemos, dessa forma, identificar
(x,0) = x, Vo € R. Observe agora que (y,0)(0,1) = (0,y), e que (z,y) = (x,0) + (0,y).
L

0go podemos escrever:

= (z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (y,0)(0, 1). (2.5)

Denotando ¢ = (0, 1), a expressao (2.5) pode ser resumida na expressao:

2 =T+ yi. (2.6)
A expressao (2.6) é chamada representagdo dlgebra do complero z = (x,y). Mais ainda,
todo complexo z = (z,y) pode ser unicamente representado por (2.6). O complexo

i = (0,1) é conhecido como unidade imagindria e it = 1> = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

O conjunto dos nimeros complexos pode ser escrito, por conseguinte, como C = {z+yi
| z,y € R}. Dado um complexo z = x +yi € C, dizemos que x é a parte real e y é a parte
imagindria de z, e escrevemos © = Re(z) e y = Im(2). O complexo z é dito puramente
imagindrio se é da forma z = bi, ou seja, se Re(z) = 0. Note que z € R se, e somente se,
Im(z) = 0.

Dados complexos zp = ¢ + yoi, 21 = x1 + y1t € C, podemos reescrever as regras de
adigao (2.1) e multiplicagao (2.2) da forma:

20+ 21 = (xo + yoi) + (z1 + y11) = (o + 21) + (yo + v1)7, (2.7)

2021 = (2o + yoi) (21 + y14) = (xox1 — Your) + (Toy1 + 1Yo)1. (2.8)

2.2.1 Conjugacao, valor absoluto e divisao de nameros complexos

Definicao 2.3. O conjugado de um complexo z = x+yi € C é o elemento z = x—yi € C.
Na forma z = (z,y), tem-se que (z,y) = (z, —y).

Observacao 2.4. O significado geométrico do conjugado de um nimero complexo é
exposto na Figura 2.1(b); Z ¢ a reflexdo de z em torno do eixo x (ou eixo real).

Proposicao 2.5. Dado dois complexos arbitrdarios, z,w € C, temos que:

Z24+w =7+, (2.9)
0 =2 W, (2.10)
Z=:, (2.11)

ou seja, o conjugado da soma € a soma dos conjugados, o conjugado do produto € o produto
dos conjugados e o conjugado do conjugado € a identidade.

Demonstragdo. Sendo z =a+biew =c+di = z+w = (
zw = (ac —db) — (ad+ cb)i = (ac— db) + (—ad — cb)i = Z W, e
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Observagao 2.6. Dado um complexo z = a + bi € C, segue as identidades:

z2+7zZ=(a+bi)+ (a —bi) = 2a,
2Z = (a+ bi)(a — bi) = a® + b?,

z+z z—Z
Re(z) = e Im(z) = .
(=21 (="
Definicao 2.7. O wvalor absoluto (ou norma) de um nimero complexo z = a+bi € Céo
nimero real ndo-negativo ||z|| = va? + b?. Note que esta é a norma euclidiana do espago
R2

Observacgao 2.8. Para todo z € C, tem-se que —||z|| < Re(2) < ||z]| e —||z|| < Im(z) <
||z]|. Ainda, podemos escrever ||z||? = 2z, pois ||2]|? = a® + b* e 2Z = a® + b

Proposicao 2.9. Dados dois complexos z,w € C, temos:
[lzwl] = [|2][[|lw]], (2.12)

ou seja, a norma de um produto € igual ao produto das normas.

Demonstragio. ||zw|]* = (zw)(zZw) = (2w)ZwW) = zzow = ||z|]*||w|]*> = ||zw]| =
[|2[[[wl]- 0

Proposicao 2.10. Considere dois complexos z,w € C, w # 0. O quociente de z por w,
z/w, € igual a quantidade wz/||w||?.

Demonstrag¢ao. Por defini¢do, o quociente z/w é igual a solugdo da equagdo wzr = z.
Multipliando ambos os lados dessa equacao por w, obtemos:

wwr =wz = |||’z =wz,

multiplicando, agora, ambos os lados pelo inverso do quadrado do valor absoluto de w,
1/|wl|?, obtemos:

]

Dado um complexo z = (z + yi) # 0, pela proposi¢ao anterior, concluimos que o
inverso de z é o complexo nao-nulo:

TECEET T @)

I

como haviamos concluido em (2.3).

Obeservagao 2.11. [|z7Y|| = [|z||7!, pois pela proposi¢io acima temos que |[z7!|| =

1211/ (2* +y%) = l2]1/1]2[*.

2.2.2 Representacao geométrica e forma polar

O plano complexo, também conhecido por plano de Argand ou plano de Argand-Gauss,
¢ o plano cujo eixo x é o eixo das partes reais e o eixo y é o eixo das partes imaginarias,
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chamados eixo real (Re) e eixo imaginério (Im), respectivamente. Um nimero complexo
z = a+bi € C pode ser visualizado como um ponto (a, b) nesse plano, como mostrado na
Figura 2.1(a). A partir dessa figura, podemos escrever a = ||z|| cos e b = ||z||sin @, com
0 = arctan(2) (argumento), 6 € [0, 27], e escrever o complexo z na forma trigonométrica
ou forma polar:

z = ||2||(cos @ + isinB). (2.13)
Através da expansao em séries de poténcias da fungdo expoencial: e* = > Z—T,
n €N, z € C, e tendo em mente que i = —(i)™", para z = i, obtemos:
, _ i0)?  (i0)3 )"
e*’:l+ze+( ) +( ) +...+( ) + .=
02 0+ 0 0 07 (2.14)
:(1—§+E—a+...)+z(9—5%—5—%4—...) = cosf +isinf.

A identidade (2.14) é conhecida como férmula de Euler!. A partir da férmula de Euler
e pelo fato do cosseno ser uma fungao par (cos @ = cos(—6)), e o seno uma fungao impar
(sin(—0) = —sin ), obtemos as identidades:
eli 4 o—0i i _ o0

COSQZT e sinf = 5

A partir das equacoes (2.13) e (2.14), podemos escrever qualquer complexo z € C
simplesmente por z = ||z||e®.

Observagao 2.12. O produto de um complexo a + bi pela unidade imaginaria ¢ produz
uma rotacao de um angulo de m/2 desse complexo em torno da origem, como ilustrado
na Figura 2.1.(c) abaixo. Assim, a multiplicacdo de um complexo por i = —1 produz
uma rotacao de 180 em torno da origem, levando um complexo no seu oposto. Por isso 7
¢ interpretado como um gerador de rotagcao no plano.

Im Im Im
|z|cose 7 z=a+bi
z|cos )
plem 2 mathi (‘”bl)’l--..a .
|z ,
|z|sene
0 0 a Re ” 2 - .
0
0 a Re
k] zZ=a-bi
(a) b) .

Figura 2.1. (a) Representacao geométrica de um nimero complexo no Plano de
Argand-Gauss. (b) Representacao geométrica do conjugado de um niimero complexo. (¢) O
produto de um complexo (a,b) por i produz (—b, a).

Proposigao 2.13. Sejam z; = ||z1]|(cos0; + isinfy) e zo = ||z2||(cos Oy + isinbhy) em C
en € N, entao:
2129 = ||2122||(cos(0y + O2) + isin(6y + 62)). (2.15)

!Tomando # = 7 na férmula de Euler, obtemos a equacdo ™ + 1 = 0, também conhecida como
tdentidade de Euler.
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Demonstracao. z1ze = ||z1]||]22]|(cos O1+i sin ;) (cos Oa+i sin by) = [(cos 0 cos Oy —sin 6 sin 65)
+i(sin 61 cos Oy + sin 63 cos 01)] = ||z122]|(cos(01 + 63) + i sin(6y + 62)). O

Proposigao 2.14. (De Moivre?) Seja z = ||2||(cos@ + isinf) € C e n € N, entdo

2" =||2]|"(cos(n@) + isin(nh)). (2.16)
Demonstragdo. Sendo z = ||z][e?, temos que 2" = ||z||"e?™ = ||z||"(cos(n@) + isin(nd)).
[

2.3 Os Quaternions

A despeito de muitos autores da lingua portuguesa escreverem quatérnios ou quaternioes,
utilizei (e continuarei utilizando) o termo quaternions, pois esse é o termo original em-
pregado por Hamilton [34] — oriundo do latim quattuor, que significa quatro; consulte
também as notas de rodapé da p. 194 de [25].

Tendo em vista que os quaternions sao uma generalizacao dos nimeros complexos,
analogamente ao que foi visto na secao precedente, introduziremos, primeiramente, os
quaternions como quadruplas ordenadas de niimeros reais.

Considere o conjunto R* = {(zq, 1, T2, 23) | 2; € R,i = 0,1,2,3}, de modo que dados
@1 = (20, 1,72, 73), G2 = (Yo, Y1, Y2, y3) € R, tem-se que ¢; = ¢o se, e somente se, r; = y;,
para i = 0,1,2,3. Sejam ¢, = (o, 1, T2, 73),q2 = (Yo, Y1,%2,%3) € RY, vamos definir as
operacoes de adicao e multiplicacdo em R* da seguinte maneira:

¢+ @2 = (To + Yo, T1 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3), (2.17)

q142 = (l’oyo — T1Y1 — TaY2 — T3Y3, ToY1 + T1Yo + T2Y3 — T3Y2,

(2.18)

ToY2 + Tayo + T3Y1 — T1Y3, Toys + T3Yo + T1Y2 — Tay1).
Definigao 2.15. O conjunto R* provido das operagoes de adigao (2.17) e multiplicacao
(2.18) forma um anel de divisdo, chamado anel dos quaternions, e o denotaremos por H.
Os elementos de H sao chamados quaternions.

Colocando 1 := (1,0,0,0), 7 := (0,1,0,0), j := (0,0,1,0), k := (0,0,0, 1), pela regra
(2.18), obtemos as relagoes:

=2 =k=—-1 e ijk=—1, (2.19)
ij=—ji=k e jk=—-kj=1i e ki=—ik=. ‘
Chamaremos os quaternions i, j, k de unidades imagindrias. As relagdes (2.19) estao
resumidas na Tabela A.1 (localizada no Apéndice A), onde usamos a notacgao ey = 1,e; =
1,69 = j,e3 = k. Doravante iremos utilizar essas notacoes indistintamente. Assim pode-
mos escrever todo quaternion unicamente da forma algébrica:

q = T+ x11 + x2J + w3k, (2.20)

2Abraham de Moivre (1667 - 1754) foi um matemético frances.
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e escrevemos o conjunto dos quaternions como H = {zg+z1i+x9j+ 23k | 29, 21, 22, 23 € R
e i* = j2 = k? = ijk = —1}. Também a regra de multiplicagao (2.18) pode ser reescrita
como:

1492 = (ono — T1Y1 — T2Y2 — 563y3) + (xoyl + 1Yo + T2Y3 — $3?J2)i+

_ (2.21)
+(zoy2 + T2y0 + x3y1 — T1Y3)J + (ToYs + T3yo + T1y2 — T2y1)E.

Eventualmente iremos nos referir & equagao (2.21) (equivalentemente (2.18)) como
multiplicacao quaternionica. Doravante, descartaremos a notacao de quadruplas e adota-
remos a forma algébrica dos quaternions.

Dados quaternions q1, g2, g3 € H, vamos verificar que ambas operacoes, de adigao (2.17)
e de multiplicacao (2.18), sao associativas e possuem inversos e identidades. A adigao é
comutativa, porém a multiplicacao nao € comutativa:

I. Propriedades da adigao

(i) Comutatividade: q\ + q2 = g2 + q1, Vg1, q2 € H.
(ii) Associatividade: q¢1 + (¢2 + q3) = (@1 + ¢2) + ¢3, Y1, q2, g3 € H.

(iii) Identidade aditiva: O elemento 0 = (0,0,0,0) € H ¢é o tnico quaternion tal que

(iv) Inverso aditivo: Para todo quaternion q = zg + 17 + x2j + x3k € H, existe tinico
elemento —q = —xg — w11 — x2j — x3k € H tal que ¢ + (—¢q) = (—¢q) + ¢ = 0.

As propriedades acima sdo facilmente provadas a partir das definigdes (2.17) e (2.18)
e das propriedades usuais dos niimeros reais.

II. Propriedades da multiplicagao

(i) Nao-comutatividade: A multiplicagdo quaternionica nao é comutativa, pois consi-
derando os quaternions q; =1 e g2 = j, obtemos:

QG2 = 1) =k # ji = —k = 2q1.

(ii) Associatividade: q1(q2q3) = (q192)q3, Yq1, q2, g3 € H.

Para mostrar a associatividade dos quaternions, basta mostrar a associatividade dos
quatro quaternions 1,7,j e k. Isso pode ser verificado através da Tabela A.1. Também
para i, j e k, verifica-se a associatividade facilmente pelas relagoes (2.19).

(iii) Identidade multiplicativa: Existe inico quaternion 1 = (1,0,0,0) € H tal que
qg1l=1q=¢q,VqgeH.

Verificamos facilmente esse fato aplicando a regra (2.18).

(iv) Inverso multiplicativo: Para todo quaternion ¢ € H\{0}, existe um tinico elemento
q ' € H\{0} tal que g¢ ' = ¢ ¢ =1.

Dado q = zg+x1i+ 29 + w3k € H\{0}, mostraremos na préxima se¢ao que o elemento
g~! é da forma:
1 T — 1t — x) — a3k
R R

(2.22)
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A multiplicagao é distributiva sobre a adicao:

(v) Distributividade: Para todos g1, qa, g3 € H, tem-se:

q1(q2 + 43) = 142 + q1g3,

(2.23)
(1 + @) = 143 + ¢25.

Observacao 2.16. Dados reais A\, € R e quaternions p,q € O arbitrarios, segue
diretamente da regra de adigao (2.17) as identidades:

ABqg) = MB)a, AN+B)g=X g+ Bq, Mp+q) = p+ g

Observacgao 2.17. Sejam z; = xg + 211 € 2o = x5 + 23t complexos. Como 75 = k, temos
que:
zoJ = (w2 + w31)j = (2] + w3k).

Logo todo quaternion pode ser escrito como ¢ = z; + 297, com 21, 25 € C como mostrado
acima.

2.3.1 Conjugacao, valor absoluto e divisao de quaternions

Definicao 2.18. O conjugado de um quanternion q = xg + 1t + x2j + x3k € o elemento
q=1x9— 211 — Toj — x3k € H.

Definig¢ao 2.19. Dado um quaternion ¢ = xo+x1i+22j+ 23k € H, seu valor absoluto (ou

norma) é o nimero real ||q|| = \/22 + 2} + 23 + 23. Note que esta é a norma euclidiana
4
em R

Observagao 2.20. Se ¢ = xo+x1i+22j+x3k € H, através da multiplicagao quaternionica
(2.21) obtemos: ¢g = x3 + x? + x3 + z2. Logo podemos escrever: ||q||> = ¢q.

Proposicao 2.21. Dados dois quaternions ¢ = xo+x1t+ o) + T3k, o = yo+y11 +y27 +
ysk € H, temos as identidades:

NTe=0+a, (2.24)
k=00 (2.25)
a=q. (2.26)

Demonstracao. A primeira e a segunda identidades saem diretamente da regra de adicao
(2.17) e de multiplicagao (2.18), respectivamente, junto com a defini¢do do conjugado, e
a terceira identidade diretamente da defini¢cao de conjugado. O

Proposicao 2.22. Dados dois quaternions qy,qs € H, temos a identidade:

llqrgall = [laallllgll; (2.27)

ou seja, o valor absoluto de um produto € igual ao produto dos valores absolutos.
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Demonstragao. Utilizando a propriedade (2.25) e a associatividade dos quaternions, te-

mos: [|q1¢2|]* = (102)(1¢2) = (1@)E T = a(e@)T = ad@lle!)? = llallPllel* =
gzl = [l |l gal|- O

Como vimos anteriormente, nos complexos, z; dividido por 23 € a solucao da equagao
zox = z1. Como nos quaternions a multiplicagao nao é comutativa, temos que considerar
duas equagoes:

T = q1, (2.28)

rq2 = q1. (2.29)

A solugao de (2.28) é o quociente pela esquerda de ¢; por ¢» # 0, denotado por x.. A
solugao de (2.29) é o quociente pela direita de ¢; por ¢a, denotado por 4. Multiplicando
ambos os lados das equacoes por gz, obtemos:

@0 01G2

g, = 2 g, = U (2.30)
g2 |2 |lg2| |2

Proposicao 2.23. Dado um quaternion q € H\{0}, o seu inverso é da forma:

= q :$0—1‘1i—$2j—$3k
lgll*  xf+ 2 + a3 + 23

Demonstragao. Seja ¢ € H. Colocando ¢ = g e ¢ = 1 em (2.28) e (2.29), por (2.30)
obtemos que:

Te = Tg = q
[lq][?
Colocando z, = x4 = x, temos que xq = qv = 1, ou seja x = ¢~ L. ]

2.3.2 Quaternions puros, forma polar e interpretagao geométrica

Dado um quaternion ¢ = xg + x1t + x9j + x3k € H, dizemos que xq é a parte real
(ou parte escalar) de q, e que x1i + x2] + x3k é a parte imagindria (ou vetorial) de q, e
denotamos z¢ = Re(q) e z1i+z2j + 23k = Im(g). Costuma-se também utilizar as notagoes
Re(q) = S(q) e Im(q) = V(q) = ¢. Iremos utilizar essas notacoes de forma indistinta. Um
quaternion ¢ é dito quaternion puro (ou puramente imgindrio) se o = 0, ou seja, se a
sua parte real é igual a zero, e dai escrevemos ¢ = ¢.

Observacao 2.24. Os quaternions puros podem ser identificados como vetores no espaco
euclidiano R3. De fato, se Im(H) é o conjunto dos quaternions puros, entdo hd uma injecao
linear R® — Im(H); (zy, To, ¥3) = 117 + 227 + 23k,

Observagao 2.25. Se ¢ = S(q) + ¢ é um quaternion, entao:

— .
S(q)z% e qzq—S(Q)=¥-

Considere agora q1 = x1i + w2 + x3k € ¢35 = Y11+ y2J + ysk quaternions puros. Entao:

G1G> = —(z1y1 + T2y2 + x3Y3) + (T2ys — x3y2)i + (z3y1 — 21Y3)] + (T1y2 — x2y1)k, (2.31)
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assim a parte real do produto ¢i¢3 é S(q1¢3) = —(z1y1 + 22y2 + x3y3). Podemos definir um
produto escalar entre quaternions puros andlogo ao produto escalar euclidiano no espaco
R? da seguinte forma:

G - ¢z = T1y1 + ToYo + w3y3 = —S(G1G3). (2.32)

Se ¢i e ¢ sdo quaternions puros ortogonais, entao qi - ¢5 = —S(¢1¢gz) = 0, ou seja, a
parte real do produto ¢ nula.?

Até agora temos tratado apenas dos aspéctos algébricos dos quaternions, sem nos
preocupar com sua acepc¢ao geométrica. Para maiores detalhes acerca da geometria dos
quaternions, consulte [6] e [21].

Dado um quaternion nao-nulo ¢ = xg+x1i+x9j +x3k = o+ ¢, considere o quaternion
vetorial unitério:

—

11 + T9j + w3k _ 4
Va4 a3+ a3 a1l

Sendo r = ||q|| = (x2 4+ 22 + 22 + 22)'/2, como —1 < 2¢/r < 1e 0 < ||q]|/r < 1, existe
um angulo 0 € [0, 27] tal que cosf = z(/r e sinf = +||q]|/r. Assim podemos escrever o
quaternion ¢, de forma tnica, na sua forma polar:

u==+

(2.33)

q=r(cosf + iisinf) = re™. (2.34)
O inverso de g é expresso na forma polar como:
q¢ ' =r(cosf — isinf), (2.35)
pois g ' = r%(cos @ + iisin §)(cos § — iisinf) = cos? @ — i@* sin® § = cos® + sin? 4 = 1.

Ainda, todo quaternion pode ser escrito simplesmente como g = z;€%?/, para adequados
complexos z1, 29 € C, como afirma a proposicao que segue.

Proposicao 2.26. Todo quaternion q € H pode ser expresso na forma:

q= e, (2.36)

onde z, zo $a0 niumeros complexos.
Demonstracao. A demonstragao pode ser encontrada em [65]. O
Seja ¢ = g + x1i + T2j + x3k um quaternion unitério, i.e., tal que ||q||] = 1. Pela

equacao (2.34) existe um tunico angulo 6 € [0, 7] tal que ¢ = cosf + @sinf, onde @ é um
vetor unitario dado por (2.33).
Considere ¥ um quaternion vetorial (ou vetor) ortogonal a @. Entao S(vu) = 0, e dai

qU = v cosf + uvsin 6.

O vetor qvU é uma rotacao de um angulo # de v em torno de #, como mostrado na
Figura 2.2(a). Vamos denotar © = 4, esse vetor é perpendicular a @ e U, podemos dizer

3Veremos no préximo capitulo que se ¢i e ¢5 sdo quaternions puros ortogonais, entdo o produto
quaternionico desses quaternions sera igual ao produto vetorial, ou seja, ¢1¢2 = ¢1 X ¢, que corresponde,
interpretando ¢j e ¢ como vetores no espaco R3, ao vetor ortogonal a ¢ e a ¢3.
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ainda que v é o resultado da rotagao de ¢ por ¥ de um angulo de /2, como podemos ver
na Figura 2.2(a).

Proposigao 2.27. Seja ¢ € H um quaternion dado por (2.34) com inverso ¢, dado por
(2.35). Seja v € R® um vetor ortogonal a . A aplicagio ¢, : R* — R3; q — quqg™,
produz uma rotacdo de um dangulo de 20 de v em torno de @, como mostrado na Figura

2.2(b).
Demonstracao. Sendo
bq(v) = qug = qu(cos — @sin ) = (qv) cosd — (qu)iisinb,

como (qv) L @ = (qu)d = —i(qv). Sendo i(qv) = gv o vetor obtido através da rotacao
de qu por um angulo de /2 sobre 4, como na Figura 2.2(b), reescrevemos:

quqg™' = qucosf + qusin b,

mas a soma dos vetores v; = qucosf e vy = qusinf produz o vetor x, como mostra a
Figura 2.2(c), que é exatamente qug~!, que é o vetor produzido por uma rotacao de 260 de
v por i, como na Figura 2.2(b). O

(a) (b) (c)

Figura 2.2. (a) Um vetor v multiplicado por um quaternion ¢. (b) A aplicac¢do ¢, roda
o vetor v em um angulo de 26 em torno do versor u. (¢) A soma dos vetores v; e vy

produz = = qug 1.

Observacao 2.28. De forma andloga a observacao 2.12, as unidades imaginérias qua-
ternionicas 7, j, k também podem ser interpretadas como geradores de rotagoes. Consi-
derando os vetores i = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) no espago, a unidade i gera
rotagoes de 90 no plano fOlg; a unidade j gera rotagoes de 90 no plano ZOE, e a unidade k
gera rotacoes de de 90 no plano ;Oj A Figura 2.3 abaixo ilustra tais rotacoes.? Observe
ainda que i? = j2 = k? = —1 geram rotacoes de 180 nos respectivos planos.

A interpretagao das unidades i, j, k como geradores de rotacao deve prevalecer sobre a
interpretacao destas como vetores. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar o artigo

5].

4Observe que podemos obter tais resultados simplesmente utilizado as regras de multiplicacdo (2.19),
e.g., sendo ¢ = z1i + x3k € ZOk, entao q) = —w3i + x1k.
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k k J
(xi+xk) . X
Y P (oj +xk) AN (i +xk) P P (i + )
X; . X
0 X j -X;3 0 X; l 0 ' X 7
o " () + k)i Xpfe--- " (i + %))k
(a) (b) (©)

Figura 2.3. (a) i gera rotagoes de 90 no plano JOE (b) j gera rotagdes de 90 no plano
iOk. (c) k gera rotagoes de 90 no plano i07.

2.4 Os Octonions

Os octonions, também chamados numeros de Cayley, sao uma extensao nao-associativa
dos quaternions. O termo octonion deriva do latin octo, que significa oito.

Considere o conjunto das 8-uplas de nimeros reais R® = {(zq, x1, 22, T3, T4, T5, Tg, T7)
| z; € R, i =0,1,...,7}, tal que dados 0, = (g, ..., 77), 00 = (Yo, ..., y7r) € R®, tem-se que
01 = 09 se, e somente se, r; = y;, para ¢ = 0,1,....,7. Vamos definir uma operacao de
adicao e uma operacao de multiplicacdo em R® das seguintes maneiras:

01+ 02 = (IO,I1,$27$3, T4, Ts5,T6, $7) + (ymyh Y2, Y3, Y4, Y5, Ys, y7) =

(zo + Yo, T14+y1, T2 + Y2, T3 + Y3, T4 + Ya, Ts + Y5, T + Y6, T7 + Y7) (2.87)
0103 = (%o, T1, T, T3, T4, Ts, Te, T7) (Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Y6, Y7) =
(Toy1 — T1Y1 — TaY2 — T3Ys — TaYa — TsYs — Tele — TTY7,
ToY2 + T1Yo + TaYs — T3Y2 — Ta¥Ys + TsYs — TeY7 + T7Ye,
ToY3 — T1Ys + To2Yo + T3Y1 — TaYs + TsY7 + TeYs — T7Ys,
ToYa + T1Y2 — T2Y1 + T3Yo — TaY7 — TsYe + TeYs + T7Y4, (2.38)

ToYs + T1Ys + ToYs + T3Y7 + TaYo — TsY1 — TelY2 — T7Y3,
ToYe — T1Ya — T2Y7 + T3Ye + T4l + TsYo — TeYs + T7Y2,
ToYr + T1Y7r — T2Ys — T3Y5 + TaYo + T5Y3 + TeYo — T7Y1,

ToYo — T1Y6 + TaYs — TaYa + Tays — TsyYa + Ty + T7Yo).-

Definigao 2.29. O conjunto R® munido das operagoes de adigao (2.37) e multiplicacao
(2.38) forma um anel, chamado anel dos octonions, e o denotamos por Q. Os elementos
desse sistema sao chamados octonions.

Vamos colocar:

1:=(1,0,0,0,0,0,0,0) e4:=(0,0,0,0,1,0,0,0)
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e1 :==(0,1,0,0,0,0,0,0) e5:=(0,0,0,0,0,1,0,0)
€2 1= (0707 17070707070> €6 -= <O’O’0’070707 1’0)
63 = (07 07 07 1’07 07 070) 67 = (O’O’ 0’ 0’070’ 07 1)

Através da regra (2.38), obtemos as relagdes de multiplicagdo desses elementos de
acordo com a Tabela A.7 (Apéndice A), onde renomeamos 1 = ¢y. Chamanos os octonions
e, ..., er de unidades imagindrias. Logo podemos escrever todo octonion unicamente na
forma algébrica:

0 = Ty + T1€1 + o€y + T3e3 + 44 + T5€5 + Tge6 + T7E7, (2.39)

e escrevemos o conjundo dos octonions como O = {xo +x1e1 +x969 + 363 + 2464 + T565 +
zeeg + x7er | x; € Ry =0,1,...,7}.

Eventualmente iremos nos referir a equacao (2.38) como multiplicagdo octonionica.
Dados octonions 01, 02, 03 € O, vamos verificar que ambas operagoes, de adi¢ao (2.37) e de
multiplicacdo (2.38), possuem inversos e identidades. A adigao é comutativa e associativa,
porém a multiplicacao é nao-comutativa e nao-associativa:

I. Propriedades da adigao

(i) Comutatividade: 01 + 03 = 09 + 01, Yo1, 09 € O.
(i) Associatividade: oy + (09 + 03) = (01 + 02) + 03, Y01, 09,03 € O.

(iii) Identidade aditiva: O elemento 0 = (0,0,0,0,0,0,0,0) € O é o tinico octonion tal
que o+0=0+0=0, Vo €.

(iv) Inverso aditivo: Para todo octonion o = xg + x1€1 + Taey + x3€3 + 1464 + T5E5 +
Teee + r7er € O, existe um Unico elemento —o0 = —xg — 161 — Toly — X363 — Ty€4 — T5C5 —
zeeg — r7er € O tal que o+ (—o) = (—o0) + 0 = 0.

As propriedades acima sao facilmente provadas a partir da definicdo (2.37) e das
propriedades usuais dos niimeros reais.

II. Propriedades da multiplicagcao

(i) Nao-comutatividade: A multiplicagdo octoniénica nao é comutativa, pois conside-
rando os octonions 0; = eg e 0, = e3, pela Tabela A.7, obtemos:

0109 = €g€3 — —€5 7£ €3€g — €5 — 0201.

(ii) Nao-associatividade: A multiplicagdo octonionica nao é associativa, pois conside-
rando os octonions 0; = e5, 00 = €4 € 03 = ¢4, pela Tabela A.7, obtemos:

(0102)03 = (e5€6)eq = —egeqy = —e7 # e7 = e5(—ea) = es(eses) = 01(0203).

(iii) Identidade multiplicativa: Existe inico octonion 1 = (1,0,0,0,0,0,0,0) € O tal
que 0.1 = 1.0 =0, Yo € Q.

Verificamos esse fato aplicando a regra (2.38).
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(iv) Inverso multiplicativo: Para todo octonion o € @\{0}, existe um tnico elemento
o~! € O\{0} tal que oo™ ' =0"lo=1.

Dado 0 = zg + x161 + Ta€e + Tzez + xae4 + Tses + Teee + Trer € @\{O}, mostraremos
na préxima secao que o elemento o~! ¢é da forma:

—1 __ To — X161 — T2€y — T3€3 — T4€4 — T5€5 — Te€e — T7€7
o = 2 2 . .2 2 . .2 2 . .2 2 : (2.40)
ry+x]+x5+r3+ 2+ 25 + 15+ 27
A multiplicagao é distributiva sobre a adicao:
(v) Distributividade: Para todos oy, 09,03 € O, tem-se:
01(02 + 03) = 0109 + 0703,
1(02 4 03) 102 103 (2.41)

(01 =+ 02>03 — 0103 + 0203.
Observagao 2.30. Dados reais A\, 5 € R e octonions o, 0" € Q arbitrarios, segue direta-

mente da regra de adi¢ao (2.37) as identidades:
ABo) = (AB)o, (A+B)o=Xo+ Bo, ANo+0d) =N+ .

Observacao 2.31. Sejam ¢ = xg + T1€1 + X263 + T3€3 € @a = T4 + Tse1 + Tgeo + Tre3
quaternions. Pela tabela de multiplicacao dos octonions A.7, vemos que:

€1€4 = €5, €264 = €6 € €364 = €7,
assim obtemos:
@264 = (T4 + w561 + T + Tr€3)es = (Ta€4 + T5E5 + Tes + T7€7).

Logo podemos escrever todo octonion como o = ¢; + ¢z€e4, com ¢y, g2 € H como mostrado
acima.

Como vimos anteriormente, a multiplicagao octonionica é ndo-associativa, porém ela
é alternativa, que é uma forma mais fraca de associatividade, como afirma a proposicao
a seguir.

Proposicao 2.32. A multiplicacdo octonionica € alternativa, i.e., para quaisquer octoni-
ons 01,09 € O, as sequintes identidades sao satisfeitas:

(0102)09 = 01(0202) € 02(0201) = (0202)01. (2.42)
Demonstragao. Observamos, primeiramente, que provar (2.42) é equivalente a provar as
seguintes identidades:

(0102)0_2 = 01(020_2) (§ 0_2(0201) = (0_202)017 (243)
pois sendo 0y = wg+x 11+ T2 +T3e3+Tae4+T565+Tee6+T767, temos que 03 = —0z+ 2,
e substituindo 03 em (2.43) obtemos exatamente as identidades (2.42). Assim, escrevendo
01 = q1 + @2€4 € 03 = pP1 + Po2€4, q1, G2, P1, P2 € H, como na observagao, obtemos:
(0102)03 =(q1 + g2€4)(p1 + paea) (P1 — p2ea) = [(1p1 — P2g2) + (P21 + @2D1)ea] (D1 — p2es) =

= (@1p1 — P2q2)P1 + P2(P2q1 + @2P1) + [(—=p2)(@1p1 — P2g2) + (P21 + @2P1)p1)es =
= (Ilp1 17 + lp2l*)ar + (][ + [[p2]|*) g2ea =
= ([lpal* + [Ip2l*) (a1 + @2e4) = [Joa] P01 = o1 |0a|[* = 01(0253).

A demonstracao da outra identidade é analoga. O]



50 2. NUMEROS HIPERCOMPLEXOS

Essa demonstracao segue as linhas de [42], p. 50.

2.4.1 Conjugacao, valor absoluto e divisao de octonions

Definicao 2.33. O conjugado de um octonion 0 = xg+ x1e1 + Toes + x3€3 + 1464 + T5€5 +
Tgeg + xrer é 0 elemento:

0= Ty — X1€1 — T9€a — X3€3 — Ty4€q4 — T5€5 — Tg€g — T7€7.

Definigao 2.34. O walor absoluto (ou norma) de um octonion o = xg + x1€1 + T9ey +
xr3es3 + x4e4 + T5e5 + x5 + T7e7 € 0 nimero real:

o] = \/x(%+x%+x§+x§+xi+x§+x§+x%.
Note que esta é a norma euclidiana em R®.

Observacao 2.35. Se 0 = xg+x1€1 + X960 + 363+ T4€4 + Tse5 + Teeg + 767 € O, através
da multiplicagao octonionica (2.38) obtemos: 0o = a2 + 1% + x3 + 22 + 22 + 22 + 22 + 2.
Logo podemos escrever: ||o||> = oo.

Proposicao 2.36. Para quaisquer octonions 01,09 € O, as sequintes propriedades sao
satisfeitas:

01 + 03 = 01 + 03, (2.44)
0103 = 03 01, (2.45)
01 = oy, (2.46)
[lovoz|| = [loa][[0z]]- (2.47)

Demonstracao. As trés primeiras identidades seguem diretamente das regras de adicao
(2.37), de multiplicacao (2.38) e da definigdo 2.34. Para a tltima identidade, precisamos
da propriedade (2.44) e da regra de alternatividade (2.43), e dai a demonstracdo segue
analogamente a prova da proposicao 2.22. O]

Da mesma forma que a multiplicacao quaternionica, a multiplicacao octonionica é
nao-comutativa, assim consideremos as equagoes:

02X = 01 € X092 = 01.

A solugao da primeira equagao é o quociente pela esquerda de o, por o, # 0, denotado
por z.. A solucao da segunda equacao é o quociente pela direita de o por oo, denotado
por z4. Multiplicando ambos os lados das equacoes por 0y, obtemos:

02(027) = 0201 € (702)02 = 0102,
utilizando as regras de alternatividade (2.43), obtemos:

0201 0102

Te = 7715 Tg= 7T—5-
PR TEA N TPTE

Proposigao 2.37. Dado um octonion o € O\{0}, o seu inverso é da forma:
1 0

0 = .
[lol|?
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Demonstracao. Analoga a demonstracao da proposicao 2.23. m

Definicao 2.38. Dado um octonion o = xg+x161+Tees+ 363+ 1464+T565+T6€6+ 2767 €
O, dizemos que xq é a parte escalar e xie1+Toes+ 363+ T 464 +T565+ Toe6+T767 € A parte
imagindria (ou vetorial) de o, e as denotamos por Re(o) = S(0) e Im(o) = V(o) = 7,
respectivamente. Se S(0) = 0, i.e., se 0 = 7, dizemos que o é um octonion puro.

No capitulo 3 iremos estudar mais a fundo o espago dos octonions puros.

2.5 Os Numeros Hipercomplexos

Os sistemas numéricos que vimos até agora, como os complexos, quaternions e octoni-
ons, sao instancias particulares de uma construcao mais geral: os sistemas numéricos
hipercomplexos.

Seja n um inteiro positivo finito fixo e sejam aq,...,a, € R, nimeros reais. Sejam
e1, ..., e, certos simbolos, que chamamos de unidades imagindrias. Considere expressoes
da forma:

ag + areq + ... + apen, (2.48)

tais que ag + ae1 + ... + ane, = by + bieg + ... + bye, se, e somente se a; = b;, para todo
1=0,1,...,n.

Definamos a operacgao de adigao desses elementos da seguinte maneira:

(aotarer + ... + aneyn) + (bo + biegr + ... + bpey,) =

2.49
(ap + bo) + (a1 + b1)es + ... + (an + by)en. ( )

Vamos definir a operacao de multiplicacao para esses elementos da seguinte forma:
considere a multiplicacao das n unidades imaginarias dada por:

eats = Cog + Coger + ... + Clgen, (2.50)

a,f=1,...,n, em que C’gﬁ, v =0,1,...,n, sao nimeros reais que deterninam a tabela de
multiplicacao, de tamanho n x n, das unidades imaginarias e, como segue:

Tabela 2.1: Tabela de multiplicagao hipercomplexa.

. H €1 ‘ €9 ‘ . ‘ €n
€2 Cy1 + 2 51 Crien Cyp + D jy Coer e Con + 2 i1 Conr
€n 021 + ZZ:1 Cﬁlek 022 + 2221 CﬁQBkz e an + 22:1 Cﬁnek

Observe que temos um total de n?(n + 1) coeficientes C;fﬁ. Dada, entao, a tabela
de multiplicacao das unidades e,, nés definimos a multiplicacao dos elmentos da forma
(2.48) usando a lei distribitiva:
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(ap + ajer + ... + anen)(bg + brey + ... + bpey,) =
(Cbobo + alboel + ...+ anboen) + (a0b161 + a1b16161 + ...+ anb1€n€1)+ (251)
+... + (agbpen + arbpere, + asbpese, + ... + azbpeney).

Ou seja, cada termo é multiplicado da forma (a.e,)(bges) = anbpeneps, € 0s elementos
eqes a0 dados de acordo com a férmula (2.50). Iremos nos referir a regra de multiplicagao
(2.51) como multiplicagdo hipercomplezxa.

Definigao 2.39. O conjunto N' = {xg+z161+ ...+ Tn€, | o € R,a=0,1,...,n} munido
com as operagoes de adigdo e multiplicagao definidas por (2.49) e (2.51), respectivamente,
é um sistema de numeros hipercomplexos de dimensao n+ 1. Os elementos desse sistema
sao chamados numeros hipercomplezos.

Fica claro que todo sistema de ntimero hipercomplexo esta completamente determi-
nado por sua tabela de multiplicagao.

2.5.1 Propriedades da multiplicagao hipercomplexa

A seguir, vamos descrever propriedades da multiplicacao hipercomplexa que sao validas
em todos sistemas hipercomplexos.

Sejam u, v e w numeros hipercomplexos arbitrarios. Se a € R, temos as identidades:
(a+0ey + ... + 0e,)(ag + are1 + ... + aney) = aag + aarey + ... + aaye,,
(ap + arer + ... + apey)(a+ 0ey + ... + 0e,) = aag + aareq + ... + aaye,.
Em geral, temos, para todos reais a,b € R, que:
(au)(bv) = (ab)(uv). (2.52)

Em particular, para 1 € R, tem-se que u.1 = l.u = u. Ainda, a multiplicagao
hipercomplexa ¢é distributiva, a esquerda e a direita, sobre a adigao:

Fu)w = vw + uw,
(v +u)w = vw + uw (2.53)
v(u+ w) = vu + vw.

Definicao 2.40. Um sistema de nimeros hipercomplexos é dito ser um comutativo se
uv = vu, para todos os hipercomplexos u e v.

Se um sistema ¢é comutativo, entdo e,es = ege,, mas por (2.50) concluimos que
Czﬁ = Cga, para todos o, = 0,1,...,n. Por outro lado, se essas propriedades sao
satisfeitas, entao o sistema é comutativo. Ou seja, um sistema é comutativo se, e somente
se, Cpg = Cj,, para todos o, 3 =0,1,...,n.

Definicao 2.41. Um sistema de niimeros hipercomplexos é dito ser um associativo se
(uv)w = u(vw), para todos hipercomplexos u, v e w.



2. NUMEROS HIPERCOMPLEXOS 53

Se um sistema ¢é associativo, entao (eqep)e, = eq(egey), para todos o, 3,7 = 0,1, ..., n.

Definicao 2.42. Um sistema de nimeros hipercomplexos é dito ser um sistema de
divisao (ou que adimite divisao) se para todos hipercomplexos u e v # 0, existem tinicos
hipercomplexos x # 0 e y # 0 tais que xv = u e vy = u.

Exemplo 2.43. Vimos precedentemente que todo complexo, quaternion e octonion nao-
nulos possuem inversos multiplicativos, ou seja, todos esses sistemas sao sistemas de
divisao.

Importante notar que todo sistema hipercomplexo forma uma R-algebra (n + 1)-
dimensional com base {1, ey, ...,e,}, com uma tabela de multiplicacdo dada pela Tabela
2.1 acrescida com as multiplicagoes das unidades e, com a identidade 1: e,.1 = l.e, = e,,
a=1,..n.

No capitulo 4 iremos apresentar sistemas hipercomplexos (dlgebras hipercomplexas)
que nao sao de divisao, por exemplo, os split-complexos, os duais e os split-quaternions.
Um fato interessante é que todo sistema hipercomplexo de divisao possui dimensao 1, 2,4
ou 8, ou seja, as Unicas, a menos de isomorfismos, R-algebras de divisao sao os reais, os
complexos, os quaternions e os octonions, como veremos no capitulo 3.



Capitulo 3

Algebras de Cayley-Dickson

Nesta parte, apresentaremos e discutiremos as propriedades gerais das algebras de Cayley-
Dickson. Estudaremos a algebra dos complexos, dos quaternions, dos octonions e, muito
rapidamente, a algebra dos sedenions. Discutiremos o problema da soma de quadrados e
apresentaremos varios teoremas importantes, como o Teorema de Hurwitz, o de Frobenius,
o de Hopf e o de Gelfand-Mazur. Muitos dos conceitos apresentados nesse capitulo podem
ser encontrados em [6], [9], [25] e [56]. As notas histdricas abaixo seguem de [9] e [25].

3.1 Notas Historicas

Como mencionado nas notas do capitulo 2, em 1835 o matematico Sir William Rowan
Hamilton descobriu como tratar formalmente ntimeros complexos como pares ordenados
de nimeros reais, e depois buscou, durante anos, uma algebra andloga a dos complexos
para o espaco (euclidiano) 3-dimensional, ou seja, como fazer operagdes com triplas de
nimeros reais (em sintese, buscava por algebra normada de divisao 3-dimensional). Pouco
antes de sua morte, em 1865, ele escreveu para seu filho o famoso texto: “Toda manha,
quando eu descia para o café da manha, vocé costumava me perguntar: 'Papai, voce
consegue multiplicar triplas?’ Mas eu sempre era obrigado a responder: 'Nao, eu apenas
posso soma-las e subtrai-las’.” O problema era que nao existia uma algebra normada de
divisao 3-dimensional, mas sim uma 4-dimensional.

Em 1843, durante um passeio pelo Canal Real em Dublin, Irlanda, Hamilton descobriu
as relagoes fundamentais entre os imaginarios ¢, j, k, cravando-as numa pedra da Ponte
Brougham: “i? = j? = k? = ijk = —1”. Logo apés sua descoberta, Hamilton escreveu
a seu amigo John Thomas Graves, comunicando-lhe os resultados. Alguns meses depois,
Graves extendeu a ideia de Hamilton e descobriu uma &lgebra normada de divisao 8-
dimensional, a algebra dos octonions, a qual chamou de “octaves”. Porém Graves nao
publicou sua descoberta até o ano de 1848; nesse interim, o matematico britanico Arthur
Cayley descobriu, independentemente, os octonions, publicando seus resultados em 1845
[16]. Como resultado, os octonions passaram a ser chamados de “nimeros de Cayley”.

No ano de 1898, o matemético alemao Adolf Hurwitz (1859—1919) estabeleceu [40]
que as algebras dos reais, dos complexos, dos quaternions e a dos octonions, sao as unicas
algebras de divisao normadas. Esse resultado ficou conhecido como Teorema de Hurwitz.

Num artigo de 1919 [24], o matemdtico americano Leonard Eugene Dickson (1874 —
1954) generalizou a construcao de dlgebras como a dos quaternions e a dos octonions para
dimensoes maiores do que oito, através de um processo que ficou conhecido como processo
de duplicagcao de Cayley-Dickson.

o4
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3.2 A algebra dos Complexos

As operagoes de adi¢ao (2.1) e multiplicagao (2.2) em C, que satisfazem as propriedades
I e II, respectivamente, da secao 2.2 do capitulo anterior, fazem de C um corpo. O corpo
C é uma extensao algébrica comutativa do corpo dos reais R de grau [C : R] = 2.

As operagoes de adi¢ao (2.1) e multiplicagao por escalar R x C — C; (A, z) — Az,
como na observagao 2.2, em C, faz de C um R-espaco vetorial 2-dimensional com base
{1,7}. O R-espagco vetorial C junto com a multiplicagao complexa (2.2), que satisfaz as
propriedades II, forma uma R-dlgebra unitéria comutativa 2-dimensional com base {1, i},
talque 1.1 =1,1li=1il=1iei®=—1.

Podemos definir um produto interno em C como (21, 20) = 122 + Y1Y2, 21 = T1 + Y11,
Zy = Ty + Yoi, com uma norma associada dada pela definicio 2.7, i.e., ||z1]||* = (21, 21)
(note que || - [|* ¢ uma forma quadrética). Essa norma faz de C uma dlgebra normada,
e como ela permite composi¢ao (proposicao 2.9), C é uma algebra de composi¢ao. Além
disso, o produto interno que define essa norma é positivo-definido, logo, pela proposicao
1.114, C é uma algebra de divisao.

Proposicao 3.1. Toda extensao de corpo K/R 2-dimensional que tenha identidade e nao
possui divisores de zero € isomorfa a C.

Demonstragao. Considere a extensao de corpo K/R com [K : R] = dimg K = 2. Entao
existe um z € K\R. Sendo 1 € R C K base de R, o conjunto o = {1, z} forma uma base
para o R-espaco vetorial K. Podemos agora escrever um elemento u € K em relagao a
base o como u = a.1 +b.z, a,b € R, em particular 2> = ¢+ 2dx, para algum par c,d € R.
Definindo v =  — d € K\R, temos que v* = ¢+ d* € R, com (¢ + d*) < 0, pois, caso
contrario, +(c+ d2)1/2 € R, e dai v € R. Dessa maneira podemos achar um r € R tal que
r? = —(c+ d?)~. Definindo € = rv, temos que:

e =r? = —(c+d) e+ d?*) = —1.

Portanto a aplicagao:
C—K; z+4+yi— x+ ye,

¢ um isomorfismo de corpos. O

Teorema 3.2. A dlgebra dos complexos é uma dlgebra quadrdtica.

Demonstragdo. Seja um complexo z = z +yi € C. Sendo ||z]| = ((z,2))V/? = (22 4 y?)1/?
Sua norma, temos:

22— 2z, Dz + ||2]* = (2® — y* + 2wyi) — 22° — 22yi + (2° + 4*) = 0.
[

Observagao 3.3. A partir de agora vamos comecar a denotar a aplicacao conjugacao por
%, 1.e., 2 = z. E claro que a conjugaco é bijetiva, e como (z4w)* = z*+w*, (zw)* = z*w*,
2 = z e 1* = 1 (proposicao 2.5), a conjugacao complexa é um automorfismo e uma
muvolucao.

Proposicao 3.4. Os unicos automorfismos da R-dlgebra C sao a identidade e a con-
jugacao.
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Demonstra¢ao. Primeiramente observamos que o tnico automorfismo de R é a identidade
(uma prova pode ser encontrada em [56], p. 44). Seja f : C — C um automorfismo
tal que f(R) C R. Entao f(x) = z, para todos x € R. Isso implica que, para todos
z=x+1y € C, tem-se:

f(2) = flz+yi) = f(2) + F)f (i) =z +yf),

sendo 12 = —1, temos que f(i)? = f(i*) = f(—1) = —1, assim f(i) = 4. No caso em que
f(i) = 1, tem-se a identidade, f = idc, no caso em que f(i) = —i, tem-se a conjugacao,

f=x* [l
Corolario 3.5. A aplicagao conjugacao € o unico automorfismo de C que fira R e que é
diferente da identidade.*

Demonstragao. Pela proposicao anterior, os unicos automorfismos de C sao a identidade

e a conjugagao, i.e., Aut(C) = {idc, *}. Mas se z € R, entao z* =z, i.e., x|g = idg [

Vamos ver agora que os complexos podem ser representados como certas matrizes reais
2x2. O cojunto das matrizes reais de ordem 2, M5(R), junto com a adi¢ao e multiplicacao
usuais de matrizes é uma R-algebra nao-comutativa, porém associativa, com identidade

I, = ( L0 ) Considere o subconjunto C C My(R), definido por:

01
c:—{(Z _ab) € My(R) .

Esse conjunto forma uma R-subdlgebra comutativa de Ms(R), com identidade I5.

Proposicao 3.6. A dlgebra C € isomorfa a dlgebra C.

Demonstragao. Facilmente notamos que o conjunto:

e ={(o 1) (13}

¢ uma base da algebra C. Multiplicando os elementos dessa base, temos:
LE=EL=E, LIL=1I, e E>=—1,.

Logo a tabela de multiplicacao dos elementos da base de C é semelhante a tabela de
multiplicacao dos elementos da base {1,i} de C. Pelo teorema 1.102, segue que C = C. [

Também poderiamos considerar a aplicacao:

F:C—)C;a—l—bir—>(a _b>,
b a
e mostrar que F' é um R-isomorfismo de algebras.

Observagao 3.7. O conjunto S' = {z € C | ||z|| = 1} de todos os complexos unitérios é
um subgrupo multiplicativo de C\{0}. Esse grupo é chamado grupo circular por repre-
sentar uma circunferéncia unitaria no plano.

Proposigao 3.8. O grupo circular S* € isomorfo a SO(2).

sso significa que o grupo de Galois da extensio C/R é Gal(C/R) = {f € Aut(C) | flg = idg} =
Aut(C).
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Demonstracao. Pelo exemplo 1.63, temos que:
SO2) ={AeC| det(A) = a®> +b* = 1}.

Pela proposicao anterior, C = C, e como para todos z = a+bi € S*, tem-se que a?+b? = 1,
a aplicagao:

F: 8 — SO(2); a+bi»—><z _ab)

é um isomorfismo de grupos. O

Mais teoremas envolvendo a algebra dos complexos sao considerados na segao 3.8.2.

3.3 A algebra dos Quaternions

As operagoes de adigao (2.17) e multiplicagao (2.18) em H, que satisfazem as propriedades
I e II, respectivamente, da secao 2.3 do capitulo 2, fazem de H um anel de divisao nao-
comutativo.

As operagoes de adigao (2.17) e multiplicagao por escalar R x H — H; (A, q) — g,
como na observacgao 2.16, em H, faz de H um R-espaco vetorial 4-dimensional com base
B =A{1,i,7,k}. Esse espago junto com a multiplicagdo quaternionica (2.18), que satisfaz
as propriedades II, forma uma R-dlgebra unitaria nao-comutativa 4-dimensional com base
B, com a tabela de multiplicacdo A.1.

Podemos definir um produto interno em H como (g1, ¢2) = Zi:o TpYk, 1 = To+ T10+
o] + w3k, go = Yo + Y1t + Y25 + ysk, com uma norma associada dada pela defini¢ao 2.20,
ie., ||@1]|*> = {q1,q1). Essa norma faz de H uma &lgebra normada, e como ela permite
composi¢ao (proposigao 2.22), H é uma &lgebra de composigao. Além disso, o produto
interno que define essa norma é positivo-definido, logo, pela proposi¢ao 1.114, H é uma
algebra de divisao.

Observacgao 3.9. Através da tabela de multiplicagdo A.1 obtemos a seguinte relagao
para as unidades imaginarias e; = i,e9 = j e e3 = k:

3
eie; = —bie0+ Y Eijkcr, (3.1)
k=1

onde ;5 é o delta de Kronecker® e €ijk € 0 simbolo de Levi-Civita®, definidos por:

1, sei=y;
0ij = o
0, sei#j.
+1, se (i,5,k) =(1,2,3),(2,3,1) ou (3,1, 2);

gk =1« —1, se(i,j,k)=1(3,2,1),(1,3,2) ou (2,1, 3);

0, set=jout=kouj=k.

2Leopold Kronecker (1823 - 1891) foi um matematico alemao.
3Tullio Levi-Civita (1873 - 1941) foi um matemético italiano.
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Uma regra mnemonica para a multiplicacao dos quaternions é mostrada no seguinte

diagrama:

Figura 3.1. Diagrama de multiplicacao dos quaternions. O sinal da multiplicacao é
positivo no sentido da seta (sentido horério) e negativo no sentido contrario, e.g.,
€19 = €3 € €961 =— —€3.

Teorema 3.10. A dlgebra dos quaternions é uma dlgebra quadrdtica.

Demonstracao. Analoga a demonstracao do teorema 3.2. O

Proposicao 3.11. A dlgebra dos quaternions é uma R-algebra central.

Demonstragao. A inclusao R C cen(H) é clara. Considere um quaternion g = x¢ + 17 +
x9j + w3k € cen(H) tal que ¢ comuta com i e j, ou seja:
Tol — X1 + xok — x3) = 1q = qi = 101 — x1 — T2k + 23] €
Toj — 1k — xo + 131 = jq = qj = x0j + 11k — x5 — X31.
Isso implica que 2(z2k — x3j) = 0, implicando que z5 = 23 = 0. Com isso, pela segunda

igualdade temos que z; = 0. Ou seja, se ¢ € cen(H) entdao ¢ = zo € R. Logo cen(H) C R
= cen(H) = R. O

Proposigao 3.12. Todos automorfismos de dlgebra ¢ : H — H sdo da forma: ¢,(x) =
qrq~', com x,q € H, q¢ um quaternion inversivel com ||q|| = 1.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [63], p. 45. O
Vamos ver agora que os quaternions podem ser representados como certas matrizes

complexas 2 x 2. O conjunto das matrizes complexas de ordem 2, My(C), junto com
a adicao e multiplicacao usuais de matrizes ¢ uma R-algebra nao-comutativa, porém

(1) (1) ) Considere o subconjunto H C My(C),

Hi={ ( oL ) € My(C)}.

Esse conjunto forma uma R-subélgebra nao-comutativa, porém associativa, de Ms(C),
com identidade Iy. H é uma algebra de divisao.

associativa, com identidade I, = (

definido por:

Teorema 3.13. A dlgebra H € isomorfa a algebra H.
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Demonstracao. Considere os elementos:

10 i 0 0 -1 0 —i
oo 0)n= (o 5 ) (V) e em (5 T),

entao o conjunto {1y, I1, Iz, I3} forma uma base para H. Multiplicando os elementos dessa
base, obtemos:
LB=0L=05=—1), LL[,=1I LI =—I,

Lilz = —1y, Ihls=1,, I3l, = —1, I3y = Iy,

ou seja, a tabela de multiplicacao de H ¢é semelhante a de H, pelo teorema 1.102, H =
H. O

Observacao 3.14. Poderiamos também considerar a aplicacao ¢ : H — H definida
por:

Ty — X3l To— X1l

e mostrar que F' é um R-isomorfismo de algebras, com F(1) = Iy, F(i) = I, F(j) = Iz e
Teorema 3.15. A dlgebra H® H € isomorfa a dlgebra My (R).

Demonstracao. Pela observacao 1.131, podemos escrever a base de H ® H como:

{1,4,5,k, I, J, K, il,iJiK, jI,jJ,jK kI, kJ kK},

onde I, J, K sao, axiomaticamente, diferentes das unidades i, j, k, porém possuem a mesma
tabela de multiplicagao, e satisfazem as relagoes il = [Ii, jJ = Jj e kK = Kk. Ainda,
como tanto H ® H quanto M4(R) sdo R-algebras 16-dimensionais, pelo teorema 1.102,
basta mostrar que essas algebras possuem tabela de multiplicacao semelhantes. Conside-
rando as matrizes Hy, Ji, Ky e Hs, Jo, K5 do artigo [27], sendo I, = diag(1,1,1,1), uma
base para My(R) é:

{I4, H\, J1, Ky, Ho, Jo, Ko, Hi Hy, H1 Jo, H K5, J1 Ha, J1 Jo, J1 Ko, K1 Ho, Ky Jo, K1 Ko},

que possui tabela de multiplicacao semelhante a de H & HI. O

Observagao 3.16. O conjunto dos quaternions unitérios S® = {q € H | ||q|| = 1} forma
um subgrupo multiplicativo (nao-abeliano, pois i, j,k € S?) de H\{0}. Esse grupo é a
superficie da hiperesfera unitaria 3-dimensional em R*.

Proposigao 3.17. O grupo S® ¢ isomorfo a SU(2).

Demonstragao. Pelo exemplo 1.65, podemos inferir que SU(2) é um subgrupo de #H, ou
seja:
SU2)={M e H| det(M)=1} C H.

Pelo teorema 3.13, H = H, e considerando a aplicacao F' da observacgao 3.14, e desde que
l|g]|? = det(F(q)), F : S* — SU(2) determina um isomorfismo de grupos. O
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3.3.1 O produto vetorial 3-dimensional

Definigao 3.18. Seja (V, (-, -)) um K-espago com produto interno. Uma aplicagao bilinear
antissimétrica X : V x V. — V; (u,v) — u X v, é dita ser um produto vetorial se, para
todos u,v € V', satisfaz:

(i) (u X v,u) = (u x v,v) =0,

(1) [ > o]* = [fulPllo][* = (u, v)*.

Observacao 3.19. O conjunto dos quaternions puros forma um R-espacgo vetorial 3-
dimensional, chamado espaco imagindrio dos quaternions e é denotado por Im(H). Sendo
i,j,k as unidades imaginarias, podemos escrever o espago Im(H) = {17 + 97 + 3k |
z; € R} da seguinte forma:

Im(H) = Ri + Rj + Rk.

Podemos, assim, escrever os quaternions como uma soma direta: H = R @ Im(H).
Proposicao 3.20. Im(H) néao é uma R-subdlgebra de H.

Demonstra¢ao. A multiplicagdo quaternionica nao é fechada em Im(H), pois basta tomar
quaterninos puros ¢; = xoi+x1j+T2k € g3 = Yoi+y1j+y=k tais que (z1y1+x1y1+x1y1) # 0,

e dai, por (2.31), temos que ¢;¢5 ¢ Im(H). ]
Proposicao 3.21. Considere os vetores vy = (v1,v9,v3) € wy = (wy, We, Wws) NO €SPago
com produto interno usual (R3, (-, -)), com norma || - || := ((-,-))*2. O produto:

v X w = (Vw3 — V3We, V3w — VW3, V1Wg — VoW1 ), (3.2)

define um produto vetorial em R3, chamado produto vetorial 3-dimensional.

Demonstragao. Por (3.2) vemos diretamente que esse produto é bilinear e antissimétrico
(ou anticomutativo), i.e., v X w = —w X v, para todos v, w € R3. O resto da demonstragao
sai diretamente da aplicagao do produto (3.2) e das defini¢oes da norma ||v|| = (v +v3 +
v2)1/2] e do produto interno (v, w) = viw; + vaws + vaws de R3 nas identidades (i) e (ii)
da definicao 3.18. O]

Como vimos na observacao 2.23, os quaternions puros podem ser identificados como
vetores no espago R? (na realidade Im(H) = R3, como espacos vetoriais), e sendo a
multiplicacao de dois quaternions puros como na equagao (2.31), podemos escrever:

A =—(@, @)+ 4 ¥ @, (3.3)
pois:
@ X @ = (Toys — T3y2)i + (x3y1 — 21Y3)J + (T1Y2 — T201) k.

Mais ainda, pela multiplicagdo quaterniénica (2.18), o produto de dois quaternions
qg=qo+qep=po+ ppode ser expresso como:
pq = (po +D)(q + ¢) = pogo + qoP + Gpo — (P, @) + P X . (3.4)

A identidade (3.3) é obtida quando gy = po = 0. Note ainda que obtemos a expressao
(3.4) distributivamente.
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Na realidade, todo quaternion pode ser escrito como o produto de um par de qua-
ternions puros. Note também que ¢; x ¢z = Im(¢1¢3). Pela equagao (3.3) e pela antico-
mutatividade do produto vetorial, para todos v,w € R® = Im(H), obtemos as seguintes

identidades:
VW — wu —(vw + wv)
vXwWw=——""7— € (vw)= —

(3.5)

Observacao 3.22. O produto vetorial (3.2) ndo € associativo, pois, a partir das identi-

dades (3.5), temos que:
VWU — WUV

v X (wXu)= 5

(3.6)

Proposicao 3.23. O produto vetorial 3-dimensional satifaz as propriedades:
(i) u x (v X w) = (u, w)v — (u,v)w (identidade de Grassmann).
(i) u X (vxw)+v X (wxu)+wx (uxv)=0 (identidade de Jacobi).
Demonstracao. Pelas identidades (3.5) e (3.6), temos que:

uww —vwu (v +vu)w  v(uw + wu)
2 B 2 2
Pela identidade (3.6), temos:

ux (vxw)=

= —(u,v)w + (u, w)v.

UWVW — VWU VWU — WUV WUV — UDW
uX (vXw)+vX(wxu)+wx (uxov)= 5 + 5 + 5 = 0.

]

Como o produto vetorial 3-dimensional (3.2) é antissimétrico e satisfaz a identidade
de Jacobi, o espago Im(H) munido com esse produto vetorial forma uma &lgebra de Lie.

Mais teoremas envolvendo a dlgebra dos quaternions sao considerados na secao 3.8.2.

3.4 A algebra dos Octonions

As operagoes de adi¢ao (2.37) e multiplicagao (2.38) em O, que satisfazem as proprieda-
des I e II, respectivamente, da secao 2.4 do capitulo 2, fazem de O um anel de divisao
nao-comutativo e nio-associativo. E interessante notar que o conjunto O junto com a
multiplicagao (2.37) nao forma um grupo, por nao satisfazer a propriedade associativa,
porém forma um loop de Moufang. Cada subloop da tabela de multiplicagao dos octonions
¢ associativo. Para mais estudos sobre loops e subloops dos octonions, consulte [43].

As operagoes de adicao (2.37) e multiplicagao por escalar RxQ — O, observagao 2.30,
em O, faz de @ um R-espago vetorial 8-dimensional com base v = {1, e1, 5, €3, €4, €5, €4, €7}
Esse espago junto com a multiplicagao octonidnica (2.38), que satisfaz as propriedades 11,
forma uma R-algebra unitéria ndo-comutativa e ndo-associativa, porém alternativa (pro-
posigao 2.32) 8-dimensional com base v, com tabela de multiplicagao A.7.

Podemos definir um produto interno em @ como (0q, 03) = ZZ:O TrYk, 01 = To+T1€1+
To€y +T3€3+Ty€4+T565+ TeCe +T7€7, 02 = Yo+ Y161+ Y262 +Y3€3+Ys€4+ Y565+ Yss+Yrer,
com uma norma associada dada pela definicao 2.34, i.e., ||o1]|* = (01,01). Essa norma
faz de O uma algebra normada, e como ela permite composi¢ao (proposigao 2.36), O
é uma algebra de composicao. Além disso, o produto interno que define essa norma é
positivo-definido, logo, pela proposicao 1.114, O é uma algebra de divisao.
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Observacao 3.24. A tabela de multiplicagdo A.7 (Apéndice A) dos octonions pode
ser sumarizada no seguinte diagrama (o qual nao inclui a multiplica¢ao pela identidade
ep=1):

Figura 3.2. Diagrama de multiplicagao dos octonions. O sinal da multiplicagao é positivo no
sentido das setas, e negativo no sentido contrario. Cada linha contém trés pontos, e a
multiplicacao de dois desses pontos produz o terceiro ponto colinear. Ainda, a multiplicacao de
cada tripla de pontos esta ciclicamente ordenada no sentido das setas, e.g., eseq4 = e7 €
eres = ey, fechando, assim, um ciclo.

Esse diagrama é conhecido como Plano de Fano, em homenagem ao matematico itali-
ano Gino Fano (1871—1952). O plano de Fano é mais do que apenas uma regra mnemonica
para a multiplicagao dos octonions, ele é, deveras, um plano projetivo finito de ordem 2
(PG(2,2)) sobre o corpo de Galois Fy. Para mais detalhes consulte [9)].

Teorema 3.25. A dlgebra dos octonions € uma dlgebra quadradtica.

Demonstrac¢ao. Analoga a demonstragao do teorema 3.2. [

Proposicao 3.26. O grupo dos automosfismos de anel dos octonions € um subgrupo
14-dimensional do grupo SO(7).

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser encontrada em [63], p. 57. O

Desde que todo automorfismo de dlgebra f : O — O satisfaca f(1) = 1e (f(x), f(y))
(x,y) (preserva produto interno), entdo o grupo dos automorfismos dos octonions é equi-
valente ao grupo de Lie excepcional* Gy:

Gy = Aut(0) = {f € Iso(0) | f(zy) = f(2)f(y), Y&,y € O} C O(7).

O primeiro a notar essa equivaléncia foi o matematico frances Elie Cartan (1869 —
1951) num artigo de 1914 [14].

40s outros 4 grupos de Lie excepcionais sio: Fy, Eg, E7 e Eg. Para mais detalhes sobre grupos de Lie,
consulte [63].
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3.4.1 A JAalgebra das matrizes-vetores de Zorn

Nesta parte vamos ver que os octonions podem ser representados como um tipo especial
de matrizes, as chamadas matrizes-vetores de Zorn®.
Sejam «, 3 € R escalares e v = (vy,v9,v3),w = (wy, ws, w3) € R vetores. As matrizes

da forma:
a v
(o) -

sao chamadas matrizes-vetores de Zorn reais, ou simplesmente matrizes-vetores. Defini-
mos as operagoes de soma e de multiplicacao dessas matrizes, respectivamente, como:

a v o v a+ao v+
(wﬁ>+<w’ /):(w+w/ ﬁ_’_ﬁ/)v (38)

a v o v\ ad — (v,w') o'w+ pw + v x v (3.9)
w f w )\ av+Bv+wxuw BB — (w,v") ’ '
onde o, 3,0/, 3 € R e w,w,v,w' € R3.

Definigao 3.27. O conjuto das matrizes-vetores reais da forma (3.7) junto com as
operagoes de soma (3.8) e de multiplicagdo (3.9) forma uma &lgebra, chamada dlgebra
das matrizes-vetores reais (de Zorn), e a denotaremos por M, (R).

Considere agora as matrizes da forma (3.7) com entradas complexas, o, € C e
v = (21,22, 23),w = (w1, wy, w3) € C* (nimeros complexos e vetores complexos). Essas
matrizes sao chamadas matrizes-vetores de Zorn compleras. Temos agora a seguinte
definicao:

Definigao 3.28. O conjuto das matrizes-vetores complexas junto com as operagoes de
soma (3.8) e de multiplicagao (3.9) forma uma algebra, chamada dlgebra das matrizes-
vetores complezas (de Zorn), e a denotaremos por M (C).

Observagao 3.29. Tanto M,.;(C) quanto M, (C) sao dlgebras ndo-comutativas unitarias,

com elemento identidade Iy = ( (1) (1) )

Considere a subdalgebra de M,,;(C) definida por:

v(tc)z{( v ) € Muu(C)}.

—v 0%

Teorema 3.30. A dlgebra dos octonions é isomorfa a dlgebra V(C).

Demonstragao. Considere os vetores e; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Os
elementos:

1 0 0 e 0 e 0 e
= (20) (8 8) () e (2 5)

SMax August Zorn (1906 - 1993) foi um matemético alemao.
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. 1 0 . 0 iel . 0 7:62 . 0 i@g
[4_(0 —i>’15_(i61 0)’16_(2'62 0)’17_<i63 0)’

formam uma base para V(C), e, pela regra (3.9), a tabela de multiplica¢do dessa base é
semelhante a tabela de multiplicagao A.7 de O, logo, pelo teorema 1.102, O = V(C). O

Uma outra demonstragao para o teorema anterior pode ser encontrada em [25], p. 263.

3.4.2 O produto vetorial 7-dimensional

Produtos vetoriais existem apenas em espacos com dimensoes 0,1,3 e 7. O leitor
pode consultar [25], p. 275, e [47], p. 304, para mais detalhes sobre o produto vetorial
7-dimensional.

Proposicao 3.31. Considere os vetores x = (1, X2, ...,x7) €y = (Y1, Y2, ..., Y7) NO €Spago
com produto interno usual (R7, (-,-)), com norma || - || := ({-,-))*2. O produto:

T Xy = (Tays — Tay2 + T3Y7 — T7Ys3 + TsYs — TeYs,

T3Ys — TsYs + Tay1 — T1Y4 + TeY7 — T7Ys,
TaY6 — TeYa + TsY2 — T2Ys + T7Y1 — T1Yr,
TsYr — T7Ys + TeY3 — T3Ye + T1Y2 — T2Y1,
TeY1 — T1Ye + T7Ys — TaY7 + T2lYs — T3Y2,
TrY2 — T2Y7 + T1Ys — TsY1 + T3Ys — Tals,

T1Y3 — T3l + Tole — TeY2 + TaYs — T5Y4),

(3.10)

define um produto vetorial em R”, chamado produto vetorial 7-dimensional.

Demonstragao. Pela férmula (3.10), vemos diretamente que esse produto é bilinear e
antissimétrico, i.e, + x y = —y X x, para todos =,y € R”. O resto da demonstracio
sai diretamente da aplicagdo do produto (3.10) e das defini¢oes da norma e do produto
interno usuais de R” nas identidades (i) e (ii) da defini¢ao 3.18. O

Observacao 3.32. O conjunto dos octonions puros forma um R-espaco vetorial 7-
dimensional, chamado espaco imagindrio dos octonions e é denotado por Im(Q). Analo-
gamente ao espago Im(H), podemos escrever o espago Im(Q) da seguinte forma:

Im(O) = Re; + Rey + Reg + Rey + Res + Reg + Rey.

Podemos, assim, escrever os octonions como a soma direta @ = R & Im(Q)°. Também,
como vimos nos quaternions, os elementos de Im(Q) podem ser identificados como vetores
no espago R7. Com efeito, temos uma injecao Im(Q) — RT:

x1€1 + Toey + Tzes + Taey + Tses + Tees + xrer — (21, Ta, X3, Ty, Ts, T, T7),

mais ainda, Im(Q) = R, como espacos vetoriais.

SEm geral, toda R-dlgebra quadratica A pode ser escrita como A = R @ Im(A), onde Im(A) é um
subespago vetorial de A, veja [25], p. 227.
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O produto de dois octonions 0 = 0y + 0 € u = ug + U, pode ser expresso como:
ou = (09 + 0)(ug + @) = ogug + 0ot + dug — (0, U) + 0 X U. (3.11)

A partir da equagao (3.11), o produto de dois octonions puros se resume em o0u =
—(0, 1) + 0 X 1, pois teremos que 0oy = ug = 0, como vimos para os quaternions.

Observagao 3.33. Podemos definir também o produto vetorial 7-dimensional (3.10),
para todos x,y € O, como:

T XY= w (3.12)

Observagao 3.34. O subgrupo Gy C SO(7), que é o grupo dos automorfismos dos
octonions, é exatamente o grupo que preserva o produto vetorial 7-dimensional (uma
prova disso pode ser encontrada em [7], p. 12). Diferentemente do que vimos para o
espago 3-dimensional Im(H) dos qauternions puros, o produto vetorial 7-dimensional nao
satisfaz a identidade de Jacobi:

65)((61X€2)+€1X<€2X65)+62X(65X€1)2—67—€7—€7:—367§£0,

assim (Im(Q), x) nao forma uma &lgebra de Lie.

Proposicao 3.35. O produto vetorial 7-dimensional satisfaz a identidade de Malcev:
(rxy)xz)xx+((yxz)xx)xz+((zxz)xz)xy—(rxy) X (zxz)=0.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 280. O

Assim, o espago Im(Q) munido com o produto vetorial (3.10) forma uma algebra de
Malcev.

Mais teoremas envolvendo a algebra dos octonions sao considerados na secao 3.8.2.

3.5 O processo de duplicacao de Cayley-Dickson

O processo de duplicacao de Cayley-Dickson, também conhecido como construcao de
Cayley-Dickson, é um processo iterativo que produz uma sequéncia de R-algebras 2"-
dimensionais, n = 0, 1,2, 3, ..., que iremos denotar por C'Dyn, cada uma tendo o dobro da
dimensao da algebra anterior. O processo inicia-se colocando C'D; = R e definindo um
conjugado * em R como a* = a, para todo a € R. Entao definimos:

CDzn = {(a, b) | a, b € ODQn—l}. (313)

Em seguida definimos as operagoes de adigao e multiplicacao, e um conjugado em
C Dyn como:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (3.14)

(a,b)" = (a*, —b). (3.15)
(a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + cb), (3.16)
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Definig¢ao 3.36. O conjunto C Dan definido por (3.13) munido com as operagoes de adigao
(3.14), a conjugagao (3.15) e a multiplicacdo (3.16), forma uma R-élgebra involucional
2"-dimensional chamada dlgebra de Cayley-Dickson.

Observacao 3.37. Cada elemento x € C'Dyn é da forma x = (z1, ..., 29n), com x; € R.
Além disso, o conjugado de x é z* = (x1, —x3, ..., —Z2n) e 0 elemento identidade de C'Dan
¢ 1on = (1,0,...,0).

Por construcao, C'Dayn-1 pode ser visto como uma R-subélgebra de C'Don. As quatro
primeiras algebra de Cayley-Dickson sao R, C, H e O, e sao conhecidas como as algebras

classicas de Cayley-Dickson. Doravante, utilizaremos as notacoes equivalentes C'D; = R,
CDy, =C, CDy=H, CDg = Q, etc., de forma indistinta.

Podemos extender o conceito de “parte real’e “parte imagindria”dos elementos de
C' Ds» indutivamente, como segue abaixo.

Definigao 3.38. Se x € C' Dy, entdo a parte real de x é Re(x) = z. Se x = (a,b) € CDan,
entao a parte real de x é Re(a,b) = Re(a), e a parte imagindria de x € C'Dgn é Im(z) =
xr — Re(x).

Observagao 3.39. Podemos verificar rapidamente que 2 Re(x) = z+z*, 2Im(z) = z—2*
e que x = —z* se x ¢ imaginario puro (i.e., x = Im(x)). Em vista disso, Re(-) e Im(-) sado
aplicacoes lineares.

Observagao 3.40. Como observado em [69], podemos obter uma base normalizada para
C'Dyn» da mesma maneira que temos nos casos C' Dy, C'Dy e C'Dg. Comecando com a base
{1,e1} (e = i) de CDs, por indugdo, obtemos uma base {1, ey, e, ..., e} de C'Dan, tal
que:

2

e; =—1 e ee; = —eje; = Ve,

com k e 7;; = £1, dependendo de 7, j, e ey # 1,¢;,¢;, para ¢, 5,k =1,2,..., 2"

A partir das observagoes 2.17 e 2.31, podemos escrever:
C:R@Rel, H:C@Ceg, @:H@H€4

Pelo software The Cayley-Dickson Calculator [77], podemos inferir (pelo menos para
grandes valores de n) que:

€;€on = Bei+2"7 (317)

para ¢ = 1,2,...,2" — 1, onde § = =£1, dependendo de i. Assim, podemos expandir as
observagoes 2.17 e 2.31 para maiores dimensoes e obter que, em geral:

CDQn = CDQn—l D CDQn—l(ﬁegn—l). (318)

3.5.1 x-algebras

Definigao 3.41. Uma algebra A é dita x-dlgebra” (1e-se dlgebra estrela) se ela é provida
de um anti-homomorfismo, que também é uma involucao, * : A — A, x — x*, i.e., que
satisfaz, para todos a,b € A:

"Nao confundir com C*-algebra, que é uma C-algebra de Banach que também é uma *-algebra tal que
a norma satisfaz ||z*z|| = ||z||2.
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(i) (a+b)* =a* + b,
(ii) (ab)* = b*a*,

(iii) a** = a.
Observagao 3.42. Uma *-dlgebra A é real se a* = a, Va € A.

Definigao 3.43 Uma x-algebra A é dita satisfatoriamente normada se, para todos a €
A\{0}, tem-se que a + a* € R e a*a > 0.

Se A é uma x-algebra satisfatoriamente normada, podemos definir uma norma em A
fazendo:
a||* = a*a, (3.19)

e todo elemento nao-nulo a € A possui um inverso multiplicativo dado por:
—1 * 2
a” =a"/||a|]* (3.20)

Notamos facilmente que todas as dlgebras de Cayley-Dickson sao *-algebras satisfa-
toriamente normadas. Toda algebra derivada do processo de Cayley-Dickson possui uma
norma da forma (3.19), como veremos a seguir.

Proposicao 3.44. Todo elemento v € CDyn satisfaz a relagao:.
v*r = ||z||*1gn. (3.21)

Demonstra¢ao. Vamos provar por indugao. O caso n = 0 é trivial, assuma entao (3.21)
vélido para n — 1. Escrevendo x = (a,b) € C'Dyn, com a,b € C'Dyn-1, temos:

"z = (a,b)"(a,b) = (a*, =b)(a,b) = (a"a + b*b,ba* — ba*) =
(@*a+b'b,0) = (llalf? + [[o1) (12r-1,0) = [Jo]*Ln.
O

Concluimos diretamente da equagao (3.19) que todo elemento nao-nulo de uma algebras
de Cayley-Dickson C'Dyn possui um inverso da forma (3.20).

3.5.2 Generalizacao das algebras de Cayley-Dickson

Uma generalizacao das dlgebras de Cayley-Dickson foi dada por A. A. Albert® [2], a
partir do processo de duplicagdao exposto precedentemente. A generalizacao consiste em
substituir a multiplicacdo (3.16) pela multiplicagao:

(a,b)(c,d) = (ac + vdb*, a*d + cb), (3.22)

para algum v € R. Esse é o processo de Cayley-Dickson generalizado.

Denotaremos por C'Dyn () as dlgebras geradas pelo processo generalizado de Cayley-
Dickson. Quando v = —1, denotaremos CDgn(—1) = CDagn, as algebras de Cayley-
Dickson produzidas pelo processo de duplicacao padrao.

O leitor interessado pode consultar [12] e [69] para mais detalhes sobre essa genera-
lizacao.

8 Abraham Adrian Albert (1905 - 1972) foi um matemdtico americano.



68 3. ALGEBRAS DE CAYLEY-DICKSON

3.6 A algebra dos Sedenions

A R-dlgebra 16-dimensional derivada do processo de Cayley-Dickson, C'Dyg, é conhecida
como dlgebra dos Sedenions®. Essa dlgebra é comumente denotada por S = CDjs. Os
elementos de S podem ser escritos da forma:

i + x169 + 2169 + ... + T1€15,

com z; € R, e as unidades imaginarias e;, 1 = 1,2, 3, ..., 15, formam uma base de S, com
uma tabela de multiplicacao A.9.

Através tabela de multiplicacao A.9 dos sedenions, observamos que e;eg = €45, i =
1,..,7, assim podemos escrever:

S:(D)@@eg.

A Figura A.1 (localizada no Apéndice A) apresenta um diagrama de multiplicagao
para os sedenions, semelhante ao diagrama dos octonions (plano de Fano), a partir do
qual pode-se obter sua tabela de multiplicacao. Todavia, ao contrario do plano de Fano,
que representa o espago projetivo PG(2,2), o diagrama construido na Figura A.1 possui
unicamente acep¢ao mnemonica (observe que, a despeito de conter 15 pontos e 35 curvas,
esse diagrama nao corresponde a extensao 3-dimensional do Plano de Fano, i.e, o espaco
projetivo PG(3,2)).

Como a tabela de multiplicacao dos octonions estd contidada na tabela de multi-
plicagao dos sedenions, concluimos que S é nao-comutativa e nao-associativa. Mais ainda,
S é nao-alternativa e possui divisores de zero, como veremos a seguir.

Proposicao 3.45. A dlgebra dos sedenions ndo € alternativa e nem € uma dlgebra de
divisao.

Demonstrag¢ao. Considere os sedenions s; = (e4 + €g), so = (€11 — e7) € S. Através da
Tabela A.9 de multiplicacao dos sedenions, obtemos:

s1(s152) = (eq + eg)[(e4 + es)(e11 — e7)] = (es + es)[e1s — €3 + €3 — e15] = (es +€5)0 =0,

(8181)82 = 2(—60 —|— 612)(611 — 67) = 2(67 —|— 67) = 467 7& O

Acabamos de mostrar que existem s1, s, € S tais que s1(s152) # (8151)s2, ou seja a
algebra dos sedenions é nao-alternativa. Ainda, como s;so = 0, com s; # 0 e so # 0, S
possui divisores de zero nao-nulos, logo a algebra S nao pode ser de divisao. O

Os automosfismos de S podem ser obtidos a partir dos automorfismos dos octonions
como segue:

Proposicao 3.46. O conjunto dos automorfismos dos sedenions, representados como
pares ordenados de octonions (a,b), sao gerados pelas aplicagoes (a,b) — (f(a), f(b)) e
(a,b) — (a,—b), onde f é um automorfismo dos octonions, i.e., f € Gj.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [70], p. 57. O]

90 termo sedenion deriva do latim sedecim, que significa dezesseis.
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Como vimos precedentemente, a algebra dos quaternions é nao-comutativa, a algebra
dos octonions é nao-associativa e a dos sedenions é nao-alternativa. Ou seja, cada vez que
dobramos a dimensao de uma &algebra de Cayley-Dickson, pelo menos até a de dimensao
16, a multiplicacao dessa dlgebra perde uma propriedade da multiplicacao da &algebra
anterior, como ilustrado na Figura 3.3 abaixo. Todavia, como iremos provar na préxima
secao, toda dlgebra de Cayley-Dickson € poténcia-associativa e flexiva.

comutatividade associatividade alternatividade

CD, CDy CDsg CDqg

Figura 3.3. Cada vez que dobramos a dimensao da algebra C'Dyn, n =1,2,3,4, a
multiplicacao perde a propriedade mencionada acima da seta.

Observagao 3.47. A préxima algebra de Cayley-Dickson a partir dos sedenions é a
dlgebra dos 32-nions, C' D3, as vezes chamada Trigintaduonions'®, seguida da 4lgebra dos
64-nions, C' Dy, as vezes chamada Sezagintaquatronions'. Os elementos dessas algebras
sao analogos aos das outras algebras de C-D descritas até aqui, e elas possuem bases
{1,e1,...,e31} e {1,e1,...,e63}, com tabelas de multiplicagao A.10 e A.11 (Apéndice A),
respectivamente. Através dessas tabelas, temos que e;e;6 = €;416, @ = 1,..,15 e e;e3n =
€32, © = 1,..,31, por conseguinte, podemos escrever:

CD32 =S D 8616 € OD64 = 0D32 D CD32632.

Para saber mais acerca dessas estruturas algebricas consulte [15] e [57].

3.7 Propriedades das algebras de Cayley-Dickson
Vimos anteriormente que os complexos, os quaternions e os octonions sao algebras quadraticas.
Vamos ver agora que, na realidade, toda algebra de Cayley-Dickson é uma algebra quadréatica.

Lema 3.48. Cada elemento x = (x1,...,xan) € C'Dan, com ||x||* = x*x, satisfaz a equagao
quadratica:

2?2z + ||z]|* = 0. (3.23)

Demonstragao. Pela proposicao 3.44, para todo z € CDgn temos que z*x = ||z||*1an.
Logo:

r+a* = (r1, 29, ..., Ton) + (21, —Ta, ..., —Ton ) = (21,0, ...,0) = 221 19n. (3.24)

De (3.23) e (3.24) segue que:

2 2w+ |z =2 — (z + %)z + 2%z = 0.

0Do latim triginta duo, que significa 32.
Do latim sezaginta quattuor, que significa 64.
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Lema 3.49. Para todos x,y € CDan, tem-se que Re(xy — yx) = 0.

Demonstragao. Se x ou y é real, fica claro que Re(zy —yx) = 0. Por linearidade, podemos
assumir que x e y sao ambos imagindrios, assim x* = —x e y* = —y, que implica:

ry —yr =y —y'r* = ry — (zy)" = 2Im(zy).
Ou seja, xy — yx é imaginario, implicando que Re(zy — yz) = 0. O

Lema 3.50. Para todos x,y,z € CDan, tem-se que Re((z,y,2)) = 0, onde (z,y,z) € o
associador (defini¢ao 1.78).

Demonstragao. Por linearidade é suficiente assumir que z,y e z sdo da forma (a,0) ou
(0, ), @ € C'Dgn-1. Assim teremos que checar oito casos, quatro desses casos sao triviais,
a saber, quando = = (0,a), y = (0,b), z = (0,¢), z = (a,0), y = (b,0), z = (0,¢),
z = (0,a), y = (b,0), z = (0,¢) e x = (a,0), y = (b,0), z = (0, ¢), pois dai teremos que
(z,y,z) = (0,w), implicando que Re((z,y,2)) = 0. Os outros quatro casos temos que
checar caso a caso, por exemplo, para z = (a,0), y = (0,b), z = (0, ¢), temos:

(2,9, 2) = (a(c’b) = ¢ (ba),0),

e Re(a(c*b) — ¢*(ba)) = Re((c¢*b)a — ¢*(ba)) = 0, pelo lema 3.49. Os outros trés casos sao
verificados de forma similar. ]

A demonstracao do teorema a seguir segue de [31], p. 3.

Teorema 3.51. Todas as dlgebras de Cayley-Dickson sao poténcia-associativas.

Demonstracao. Pela proposicao 1.84, C'Dy» é poténcia-associativa se, e somente se, ocorre:
v’r = za? e ¥*2* = (277,

para todos x € CDsn. Pelo lema anterior, C'Dy» é uma algebra quadratica, i.e., cada
x € C'Dqyn satisfaz a equacao quadratica:

22 = ax + Blon, (3.25)
para algum par «, 8 € R. Multiplicando (3.25) por x:
v*r = ax® + Br = z(ax + Blyn) = 22”. (3.26)
De (3.25) e (3.26), segue que:

721? = (ax + Blon)2? = axa® + Ba? = ax’r + fa? =
= (a2? + )z = [(ax + Blon )|z = (2%7)2.

Logo C' Dyn € poténcia-associativa para todo inteiro n > 0. O
A demonstracao do teorema a seguir segue de [10].

Teorema 3.52. Todas as dalgebras de Cayley-Dickson sao flezivas.
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Demonstra¢ao. Temos que mostrar que (z,y,x) = (zy)x — z(yz) = 0, para todos =,y €
C'Dyn. Pelo lema 3.50, temos que Re((z,y,z)) = 0, ou seja, (z,y,x) é imaginério, porém,
temos que:

(z,y,2)" = [(zy)r — 2(y2)]" = 2" (2y)" — (yz)"2" = —2(yz) + (2y)T = (7,9, 2),

ou seja, (z,y,x) é o seu préprio conjugado, implicando que Im((x,y,x)) = 0. Portanto
(x,y,z) =0. O

Teorema 3.53. As dlgebras CD,,CDy,CDy e C'Dg sao as unicas dlgebras de Cayley-
Dickson que nao possuem divisores de zero.

Demonstracao. Ja vimos anteriormente que os reais, os complexos, os quaternions e os
octonions sao R-algebras de divisao, i.e., nao possuem divisores de zero. Todavia, mos-
tramos na proposicao 3.45 que a algebra C'D;g possui divisores de zero, ou seja, existem
elementos nao-nulos z,y € C' D14 tais que xy = 0. Pelo processo de duplicagao de Cayley-
Dickson, C D3y, = {(a,b) | a,b € CDsg}, em particular (z,0), (y,0) € C'Dss, e por (3.16)
temos que:

(x,0)(y,0) = (zy — 0,270 + y0) = (zy,0) = (0,0).

Analogamente, colocando A = (2,0) e B = (y,0), teremos que (4,0)(B,0) = (0,0) em
C Dg4. Podemos repetir esse processo indefinidamente, isso significa que toda algebra de
Cayley-Dickson C'Dgn, com n > 3, possui divisores de zero. O

Observagao 3.54. Seja C'Dyn a dlgebra de Cayley-Dickson obtida a partir da dlgebra
CDyn—1. Entao, a partir das propriedades das primeiras 4 dlgebras de C-D, R,C,H e O,
podemos deduzir o seguinte:

(i) C'Dgn nunca é real.

(ii) C'Dyn-1 é comutativa se, e somente se, C'Dyn é comutativa.

(iii) C'Dgn ¢ associativa se, e somente se, C'Dqyn-1 é comutativa e associativa.
(iv) C'Dqn é alternativa, se, e somente se, C'Dqn—1 é associativa.

3.8 Os teoremas de Hurwitz, de Frobenius e outros
teoremas

3.8.1 O problema da soma de quadrados

O problema conhecido como problema da soma de quadrados pode ser expresso da
seguinte forma:

Para que valores de n > 1, um inteiro positivo, podemos encontrar formas bilineares
i = Oi((x1, .y xn), (Y1, -y Yn)) tais que:

(23 + 22+ Y2 =@+ .+ PR (3.27)

Para n = 1 ¢ trivial. Para n = 2, a partir da proposicao 2.9, dados dois complexos
21 = T1 + T2t € 29 = Y1 + Yoi, tem-se que:
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(2 4+ 23) (Y7 +v3) = (2191 — T2y2)” + (T1y2 + 22y1)°. (3.28)

Vemos assim que a identidade (3.28) surge naturalmente do fato de C ser uma algebra
de composicao.

Paran = 4, a paritr da proposicao 2.22, dados dois quaternions q; = x1+x9i+x3]+x4k
e g = Y1 + Yol + y3j + ysk, temos que:

(af + a3+ a5+ 23)(yi +v5 +y3 + i) =

= (T1y1 — Tayo — T3Y3 — Taya)’+
+(T1y2 4 Toy1 + T3ys — Tay3)*+
+(21Y3 + T3y1 — Tays + Tay2)’+

+(21ys + Tay1 + Tays — T3Y0)"

(3.29)

A identidade (3.29) j4 era conhecida por Euler em 1770. Porém, com a descoberta
dos quaternions essa identidade surge naturalmente pelo simples fato de que a norma de
H permite composicao.

Para n = 8, a paritr da proposi¢ao 2.36, dados dois octonions 0y = x1 + x2e1 + T3€9 +

Ty€3 + T5e4 + Tges + Tres + Tger € 02 = Y1 + Yo€1 + Ys€a + Yse3 + Yseq + Yses + Yres + Yser,
temos que:

(74 . 4+ + .. ;) =

[\

= (T1Y1 — Tayo — T3Y3 — TaYs — T5Ys5 — TeYe — T7Y7r — TsYs)
(T1Y2 + Toy1 + T3Ya — TaYs + TsYs — TeYs — TrYs + TeYr)
(21y3 + T3Yy1 — Toya + TaYo + Tsy7 — TrYs + TeYs — T8Yes)
(T1Ys + Tay1 + Toys — T3Yo + TsYs — TsYs — TeYr + T7Ys)
( )
( )
( )

[\

+

_I_

_I_

(3.30)

+

T1Ys + TsY1 — T2Ye + TeY2 — TaYr + T7Ys — TalYs + TgYa
+(T1Ye + TeY1 + T2Ys — TsY2 — T3Ys + TY3 + Talr — T7Yas
+(Z1Y7 + T7Y1 + ToYs — T8Y2 + T3Ys — TsYs — Ta¥Ye + TeYa

+(21Ys + Tsy1 — Tayr + T7Y2 + T3Ys — TeYs + TaYs — T5Ys)

[\

O

A identidade (3.30) j& era conhecida por C. F. Degen'? (ver [24], p. 164) em 1822
(com algumas diferengas), mais de vinte aos antes da descoberta dos octonions, indepen-
dentemente por Graves e Cayley. Essa identidade surge naturalmente do fato de O ser
uma algebra de composicao.

Na décadade 1960, uma identidade de dezesseis quadrados foi descoberta pelos ma-
tematicos H. Zassenhaus'® e W. Eichhorn [76], com a condigao de que as formas ¢; de
(3.27) nao sejam necessariamente bilineares nas entradas x; e y;. Uma generalizacao disso
foi dada também na década de 1960 por Pfister'4, como veremos a seguir.

Para mais detalhes sobre o problema da soma de quadrados, consulte [59].

12Carl Ferdinand Degen (1766-1825) foi um matemético dinamarqués.
13Hans Julius Zassenhaus (1912-1991) foi um matemédtico alemao.
14 Albrecht Pfister (1934-presente) é um matematico alemao.
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3.8.2 Os teoremas de Hurwitz, de Frobenius, de Pfister, de Hopf
e de Gelfand-Mazur

Nesta parte dlgebra normada serd sinénimo de dlgebra de composicao. As demons-
tracoes dos teoremas que serao apresentados sao longas e exigem o desenvolvimento de
mais conceitos matematicos, portanto iremos apenas indicar onde tais demonstracoes po-
dem ser encontradas.

No artigo [40] de 1898, Hurwitz mostrou que identidades do tipo (3.27) existem apenas
para n = 1, 2,4, 8; resultado que ficou conhecido como Teorema de Hurwitz.

Teorema 3.55. (Hurwitz-1898) Seja K um corpo com char(K) # 2. Os dnicos valores
de n > 1, inteiro positivo, para os quais existe uma tdentidade do tipo:

(24 2P+ 92 =+ + B

onde ¢; = ¢i((x1, ..y T0), (Y1, -, Yn)) S@o formas bilineares, com x;,y; € K, sdo n =
1,2,4,8.
Demonstra¢ao. Uma demonstragao pode ser encontrada em [24]. O

Na realidade, Hurwitz provou esse teorema apenas para K = C, mas sua prova pode
ser generalizada para todo K com char(K) # 2. O teorema anterior pode ser reescrito em
termos de dlgebras normadas como segue.

Teorema 3.56. (Hurwitz) Toda R-dlgebra unitdria normada é isomorfa a uma das quatro
algebra: R, C,H ou Q.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [4], p. 122. Uma outra demons-
trac@o pode ser encontrada em [42], p. 121. [

Lembre que toda R-dlgebra normada é de divisao (proposicao 1.113). Note, porém,
que essas quatro algebras nao sao as tnicas algebras de divisao (veja [23], cap. 5), porém
sao as unicas normadas. Em 1878 o matematico alemao Ferdinand Georg Frobenius
(1849—1917) estabeleceu a seguinte afirmagao acerca das dlgebras de divisao:

Teorema 3.57. (Frobenius) Toda R-dlgebra de divisao associativa é isomorfa a uma das
trés dlgebras: R, C ou H.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [42], p. 140. Uma outra de-
monstracao pode ser encontrada em [25], p. 229. O

Posteriormente um resultado mais geral foi estabelecido:

Teorema 3.58. (Frobenius Generalizado) Toda dlgebra de divisao alternativa € isomorfa
a uma das quatro algebras: R,C, H ou O

Demonstracao. Uma demonstragao baseada no teorema de Hurwitz pode ser encontrada
em [42], p. 147. O]
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Como toda &lgebra associativa é alternativa, facilmente vemos que o teorema de Fro-
benius é um corolario do teorema de Frobenius Generalizado. Temos agora os seguintes
corolarios dos teoremas de Hurwitz e do teorema de Frobenius Generalizado, respectiva-
mente:

Corolario 3.59. Se A € uma R-dlgebra de divisao finita, entao dimg A = 2", para
n=20,1,2,3.

Corolario 3.60. Toda R-dlgebra alternativa, quadrdtica, nao-associativa e sem divisores
de zero € isomorfa a Q.

A despeito de o teorema de Hurwitz provar que nao existe identidade do tipo (3.27)
para n # 1,2,4,8, Pfister mostrou em 1965 ([53], [54]) que tais identidades s@o possiveis
se a restricao de que ¢; sejam formas bilineares for removida. O resultado que segue é
conhecido como Teorema de Pfister.

Teorema 3.61. (Pfister) Seja K um corpo e seja n = 2™, m > 0 inteiro. Entdo existe
identidades do tipo:

(@24 2P+ 92 = PP+ 2, (3.31)
onde ; sao fungoes lineares de y; com coeficientes em K(xy, ..., x,), onde K(zy,...,x,) €
o corpo das funcgoes racionais em x1, ..., x,, com coeficientes em K:

n

Yy = chjyj, com c¢x; € K(zq,...,2,).

Jj=1

Reciprocamente, se n nao € uma poténcia de 2, entao existe um corpo K tal que nao existe
nenhuma identidade do tipo (3.31) com 1; € K(z1, ..oy Tpy Y1, ooy Yn)-

Demonstracao. A demonstragao pode ser encontrada em [53]. O
No inicio da década de 1940, o matematico alemdo Heinz Hopf (1894-1971) estava

interessado em classificar todas as algebras reais comutativas de dimensao finita, quando
em 1940, no artigo [39], provou o seguinte:

Teorema 3.62. (Hopf-1940) Toda R-dlgebra de divisao comutativa e de dimensao finita
tem, no maximo, dimensao igual a 2.

Demonstra¢ao. Uma demonstracao pode ser encontrada em [25], p. 230. O]
A partir do teorema de Hopf, segue o corolario:

Corolario 3.63. Toda R-dlgebra unitaria de divisao, comutativa e de dimensao finita €
1somorfa a R ou a C.

Num artigo de 1918 [52], Ostrowski'® provou o seguinte resultado:

Teorema 3.65. (Ostrowski-1918) Se A ¢ uma dlgebra associativa, comutativa e com
identidade, entao A € isomorfa a R ou C.

15 Alexander Markowich Ostrowski (1893 - 1986) foi um matemético ucraniano.
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Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 243. O

Posteriormente, em 1938 [48] Mazur'® generalizou esse teorema e em 1941 [30] Gel-
fand!'” provou o teorema de Mazur.

Teorema 3.66. (Mazur-1938) Se A ¢ uma R-dlgebra de divisio, normada e associativa,
entao A € isomorfa a uma das trés dlgebras: R, C ou H.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 243. O]

Teorema 3.64. (Gelfand-Mazur) Se A € uma dlgebra normada, de divisao, completa'®
e comutativa, entdio A € isomorfa a R ou a C.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [25], p. 242. ]

Uma das conseguéncias diretas desse teorema é que se A é uma C-algebra de divisao,
normada e associativa, entao A é isomorfa a C.

H& um refinamento do Teorema de Gelfand-Mazur conhecido como Teorema de Gelfand-
Mazur-Kaplansky, cuja prova simples pode ser encontrada em [13].

16Stanistaw Mazur (1905 - 1981) foi um matematico polonés.

srael Moiseevich Gelfand (1913 - 2009) foi um matemético soviético.

8Uma algebra normada, (A, || -|]), é dita ser completa se toda sequéncia de Cauchy em A converge
para um limite em A em relacdo & norma || - ||. Uma algebra normada e completa é dita dlgebra de
Banach.



Capitulo 4

Outras Algebras Hipercomplexas

Neste capitulo, estudaremos sucintamente outras algebras hipercomplexas, e.g., a algebra
dos split-complexos, dos split-quaternions, dos biquaternions, split-octonions, etc. Impor-
tante notar que existe uma infinidade de algebras hipercomplexas, porém aqui estudare-
mos apenas algumas mais interessantes. Os conceitos desenvolvidos nesta parte podem
ser encontrados no livro [63], muito consultado durante a confeccao deste capitulo.

4.1 Os Split-Complexos e os Duais
4.1.1 Os Split-Complexos

Num artigo intitulado A Preliminary Sketch of Biquaternions [19] de 1873, William
Clifford introduziu duas modificagoes dos ntmeros complexos, agora conhecidos como
numeros split-complexos e numeros duais. Os split-complexos sao conhecidos também
como complexos hiperbdlicos, paracomplexos, nimeros duplos ou nimeros de Study'.

Definigao 4.1. Seja A uma R-algebra de composicao com norma N. A algebra A é dita
split-dlgebra de composi¢ao se N(x) =0, para algum z # 0 em A.

Definicao 4.2. Os split-complexos sao niimeros hipercomplexos da forma a+ bj, tais que
a,b € R, e a unidade imaginaria j satisfaz j? = 1.

O conjunto dos nimeros split-complexos forma um R-espago vetorial com base {1, j}.
Esse espaco junto com a multiplicacao:

(a+bj)(c+dj) = (ac + db) + (ad + cb)j, (4.1)
forma uma R-dlgebra 2-dimensional, que sera denotada por C'.

Dado um split-complexo x = a + bj € C’, definimos o seu conjugado por x* = a — bj.
A norma de x é definida por ||z||* = z*z = a* — b (na realidade, || - || ¢ uma seminorma,
porém ao longo deste capitulo iremos denominar norma). Assim a norma de um split-
complexo pode ser real ou imagindrio puro, e também podemos ter ||z|| = 0 para um

'Eduard Study (1862 - 1930) foi um matemdtico alemao. Study estudou outros sistemas de nimeros
hipercomplexos, como os quaternions duais e definiu a algebra dos semiquaternions.

76
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x =a+0bj # 0, bastando tomar a = b # 0. Além disso, o conjugado e a norma satisfazem
as propriedades:

(zy)* =y'a" e layl| = [l=[|[ly]l (4.2)

Assim, como existe x # 0 tal que ||z|| = 0, C' é uma split-dlgebra de composigao.
Um elemento « € C'\{0} possui um inverso multiplicativo se ||z|| # 0, e esse inverso ¢é o
elemento =1 = z*/||z||2.

Observagao 4.3. Tomando v = 1 na férmula (3.22) do processo de C-D generalizado, e
sendo o conjugado de um split-complexo da forma (3.15), concluimos que algebra C' é a
algebra de Cayley-Dickson generalizada C'Dy(1).

Proposicao 4.4. A dlgebra dos split-complexos C' possui divisores de zero.
Demonstracao. Considere os elementos nao-nulos:

1+ 1—3
Ty = e T_=—~,

entao, multiplicando-os, obtemos:

14+j1-j 1—j+j—1_

2 2 4 0.

T4 =

]

Na realidade, todo elemento x # 0 com ||z|| = z*x = 0 é um divisor de zero. Portanto
C’ nao é um corpo, nem um anel de divisdo e nem uma algebra de divisao.

Teorema 4.5. A dlgebra C' € isomorfa a dlgebra R & R.

Demonstragao. Pela observagao 1.71, podemos inferir que {(1,0),(0,1)} é uma base de
R @ R, e sendo a multiplicagao de algebra de R @ R definida por (1.2), a multiplicagao
dos elementos dessa base é:

(1,0)(1,0) = (1,0), (1,0)(0,1) = (0,1)(1,0) = (0,0) e (0,1)(0,1) = (0, 1).

Considere agora os elementos z, e z_ da proposicao anterior. Esses elementos formam

uma base de C'. Por defini¢do temos que 23 = x4, 22 = z_ (sdo idempotentes) e
xyx_ = x_x, = 0. Ou seja, C' possui uma tablela de multiplicacdo semelhante a de
R & R, e pelo teorema 1.102, segue que C' Z R ¢ R. n

4.1.2 Os Duais

Definicao 4.6. Os nimeros duais sao numeros hipercomplexos da forma a + be, tais que
a,b € R, e a unidade imaginria e satisfaz ¢ = 0.

O conjunto dos numeros duais forma um R-espago vetorial com base {1,¢}. Esse
espago junto com a multiplicacao:

(a + be)(c + de) = ac + (ad + cb)e, (4.3)
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forma uma R-algebra 2-dimensional, que serd denotada por C°.

Dado um dual y = a + be € C°, definimos o seu conjugado por y* = a — be. A norma
de y ¢é definida por ||y||* = y*y = a®. Assim a norma de um dual é sempre real, e pode
ser igual a zero para um y # 0, bastando tomar y = be, b # 0. Além disso, o conjugado
satisfaz a propriedade (4.2).

Todo elemento y € C°\{0} possui um inverso multiplicativo dado por y=! = y*/|y|?.

Observagao 4.7. Tomando v = 0 na férmula (3.22) do processo de C-D generalizado, e
sendo o conjugado de um dual da forma (3.15), concluimos que dlgebra C° é a algebra de
Cayley-Dickson generalizada C'D5(0).

Analogamente aos split-complexos, todo elemento y # 0 com ||y|| = y*y = 0 é um
divisor de zero em C°. Portanto, C° nao ¢ um corpo, nem um anel de divisao e nem uma
algebra de divisao.

Considere a seguinte R-subdalgebra da dlgebra das matrizes reais My (R):

cO:{(S Z)e/\/lg(]R)}.

Observamos facilmente que os elementos de C° sdo combinacoes lineares das seguintes

matrizes:
10 01
12_(0 1) eE—(O 0).

Teorema 4.8. A dlgebra C° € isomorfa a dlgebra C°.

Demonstragao. Sendo {Iy, E} uma base de C°, a multiplicagao desses elementos é:
=1, LE=EL=Fe¢ E*=0,

ou seja, a tabela de multiplicacao de C° é semelhante a de C°, portanto sao isomorfas. [

Teorema 4.9. Uma R-dlgebra unitdria 2-dimensional € isomorfa a uma das dlgebras:

C’, C° ou C.

Demonstracao. Seja A uma R-algebra 2-dimensional unitdaria. Podemos escolher uma
base para A da forma {1, a}, sendo 1 a identidade. Assim podemos escrever todo elemento
dessa 4lgebra como a + ba, com a,b € R. Logo temos que a? = ¢ + do, para algum par
c,d € R, disso segue que « satisfaz a equacao quadritica a? — da — ¢ = 0, ou seja:

B d+Vd? +4c

o}
2

Para o discriminante A = d*>+4c podemos ter A < 0, A > 0e A = 0. Sendo (d—2a)? = A,
temos que os elementos:
. (d=2a) . (d—2a)
1= = = —_—,
VA T A

satisfazem 2 = —1 j2 =1e €2 =0, para A <0, A > 0 e A = 0, respectivamente. O

e e=d—2a,
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Teorema 4.10. Considere as dlgebras dos complexos C, dos split-complexos C' e dos
duais C°, entdo temos os sequintes isomorfismos:

(lCeC2CeCx2CoC.
(i) e C'=C’w C".

Demonstracao. Pela observacao 1.131, {1,4,7,ij} é uma base de C ® C', com ij = ji =
(ij)? = —1. Assim C ® C’ possui tabela de multiplicacio semelhante a de C ® C, que
possui base {1,4,1,il}, com I? = 1,4l = Ii e (i])> = —1, implicando que C® C' =~ C® C,
pelo teorema 1.102.

Pela observagao 1.71, podemos inferir que o conjunto {(1,1), (1,4), (¢,4), (¢, —1)} é uma
base da algebra C & C, com:

(17 1>2 = (17 1)? (17i>2 = _<1> 1)7 <i7i)2 = (17 1)7 (iv _1)2 = _(17 1)
(1,4)(i,4) = (4,4)(1,4) = (i, —1),

assim podemos ver que a tabela de multiplicacao de C @ C é semelhante a de C ® C,
implicando que C® C = C o C.

Como anteriormente, {1, j,¢,je} é uma base de C' ® C° com €j = je = (je)? = 0.
Logo a tabela de multiplicacao de C' @ CY é semelhante a de C° ® C°, implicando que
CeC'=C'xC O

Observacao 4.11. James Cockle?, em uma série de artigos publicados na Philosophi-
cal Magazine entre 1848 e 1850, introduziu um sistema de nimeros hipercomplexos que
chamou de tessarines, que sao nimeros hipercomplexos da forma xg + x17 + x9j + x3k,
com z; € R, i = 0,1,2,3, tais que as unidades imagindarias i, j, k satisfazem 2 = —1,
j2=1eij = ji = k, k¥» = —1. Os tessarines formam uma algebra 4-dimensional de
base {1,1, 7, k}, com tabela de multiplicagdo A.2. Por essa tabela, vemos claramente que
a algebra dos tessarines é isomorfa a C ¢ C.

Em 1892, Corrado Segre® introduziu os bicomplezos, que sao niimeros da mesma forma
que os tessarines, apenas com uma alteracao na multiplicacao das unidades imaginarias
i,j, k da seguinte maneira: i = j2 = —1 e ji = ij = k, k> = 1. Ou seja, a algebra dos
bicomplexos forma uma &algebra isomorfa a dos tessarines, e portanto ambas as algebra
sao isomorfas a C®C = CC. Dizemos que os bicomplexos (C®C) sao a complezificagdo
dos complexos.

Para mais detalhes sobre os bicomplexos, consulte [58].

4.2 Os Split-Quaternions e os Semiquaternions

4.2.1 Os Split-Quaternions

Definicao 4.12. Os split-quaternions (ou coquaternions, ou pseudoquaternions) sao
numeros hipercomplexos da forma xg + x17 + 225 + x3f, tais que x; € R, 1 =0,1,2,3, e
as unidades imagindrias i, j, f, satisfazem 2 = —1 e j2 = f2 = 1.

2James Cockle (1819-1895) foi um matemédtico inglés.
3Corrado Segre (1863-1924) foi um matemético italiano.
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O conjunto dos split-quaternions forma um R-espago vetorial com base {1,4, 7, f}.
Esse espaco junto com a tabela multiplicacao A.3 forma uma R-algebra 4-dimensional,
que serd denotada por H'.

Dado um split-quaternion ¢ = xo+x1i+z2j+2x3f € H', definimos o seu conjugado por
q* = wo—x1i—T9j—x3f. A norma de q é definida por ||q||* = ¢*q = 2i+2?—2i—23. Assim
a norma de um split-quaternion pode ser real ou imaginario puro, e podemos ter ||q|| = 0
para um g € H'\{0}. Além disso, o conjugado e a norma satisfazem as propriedades (4.2),
e, portanto, a dlgebra H' é uma split-dlgebra de composigao. Todo elemento ¢ € H'\{0}

possui um inverso multiplicativo dado por ¢=! = ¢*/||q||*.

Todos os elementos g € H'\{0} com ||¢q||* = ¢*q = 0 sao divisores de zero.

Teorema 4.13. A dlgebra H' é isomorfa a dlgebra My(R).

Demonstragao. Considere a seguinte base para Ms(R):

1 0 0 1 01 1 0
]0_(0 1)711_(_1 0)712_(1 0)7[3_(0_1)7

a tabela de multiplicagdo dos elementos Iy, I, I2, I3 da base de My(R) é semelhante
a tabela de multiplicacao dos elementos 1,7, j, f da base de H', por conseguinte, pelo
teorema 1.110, H' = M5 (R). O

Proposicao 4.14. O grupo multiplicativo dos split-quaternions unitdrios, S" := {q €
H\{0} | ||¢|| = 1}, € isomorfo ao grupo

SU(1,1,C) = {M: ( = v ) € My(C) | detM = 1}.

w z

Demonstragao. Considere a aplicagao S” — SU(1, 1,C) definida por:

. ) To+ 121 X9 — 1T
$0+$1Z+$2]+$3f’—>( 0 b 3)-

To +1T3 To— 1Ty

Essa aplicacao define um isomorfismo de grupos. O]
Observagao 4.15. Como SU(1,1,C) = SL(2,R), entao S' = SL(2,R).

Teorema 4.16. A menos de isomorfismos, as unicas R-dlgebras associativas com iden-
tidades e com involugao x — x*, tal que se x = z* entao v € R, e tal que o produto x*x
define uma norma que adimite composicao sao C, C', H e H'.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [2]. O

Observagao 4.17. Alexander Macfarlane? introduziu na década de 1890 uma variacao
dos quaternions, os chamados quaternions hiperbolicos, que sao niimeros hipercomplexos
da forma xo+x11+x2)+ 23k, tais que z; € R, 1 =0, 1,2, 3, e as unidades imaginarias 7, j, k,
satisfazem 2 = j2 = k* = 1 e as relacoes da tabela de multiplicacao A.5. O conjunto

4Alexander Macfarlane (1851-1913) foi um matemdtico escocés.
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dos quaternions hiperbdlicos com essa tabela de multiplicacao forma uma R-dlgebra 4-

dimensional nao-associativa. Com efeito, pela tabela A.5, temos que (ij)j = kj = —i,
mas i(jj) = i, implicando que (ij)j # i(jj). Ainda, a multiplicagdo dos quaternions
hiperbdélicos é anticomutativa (i.e., e;e; = —eje;, i # j, como na tabela A.5). O conjugado

é dado por ¢* = zg — z1i — 13j — x3k, e a norma por ||¢||* = ¢*q = 23 — 2 — 23 — 23,

que é a mesma forma quadratica do espaco-tempo de Minkowski, R, como veremos no
proximo capitulo.

4.2.2 Os Semiquaternions

Definicao 4.18. Os semiquaternions sao nimeros hipercomplexos da forma ¢ + z17 +
xo€ + x3h, com x; € R, 1 = 0,1,2,3, tais que as unidades imaginarias i, €, h satisfazem
i?=—-1,e&=h*=0eeh=he=0.

O conjunto dos semiquaternions forma um R-espaco vetorial com base {1,i,¢€,h}.
Esse espaco junto com a tabela de multiplicagao A.4 forma uma R-dlgebra 4-dimensional.
Denotaremos a algebra dos semiquaternions por HP.

Dado um semiquaternion ¢ = xg + 217 + 29¢ + 23h € HP, definimos o seu conjugado
por ¢* = xg — 10 — T2€ — x3h. A norma de ¢ é definida por ||q|]* = ¢*¢ = 22 + 23
Assim a norma de um semiquaternion é sempre real, e podemos ter ||¢|| = 0 para um
q € H°\{0}, basta tomar ¢ = x9¢ + x3h, T2 ou x3 # 0. Além disso, o conjugado satisfaz a
propriedade (4.2). Todo elemento g € H°\{0} possui um inverso multiplicativo dado por
¢ ' =q*/||q||? e todos elementos q € H°\{0} com ||q||* = ¢*¢ = 0 sdo divisores de zero.

Considere a seguinte subalgebra da dlgebra My(C):

’Hoz{<g :i)ej\/lg((i)}.

Proposicao 4.19. A dlgebra H® € isomorfa a subdlgebra H°.

Demonstracao. Os seguintes elementos formam uma base de H:

10 0 0 1 0 i
w=(ov) o n=(o 2) m=(00) 2= (0d)

A tabela de multiplicacao desses elementos é semelhante a tabela de multiplicacao A.4
dos semiquaternions. O

Observagao 4.20. Os numeros da forma xg + x17 + x2€ + x3h, com x; € R, i = 0,1, 2, 3,
com as unidades imagindrias j, ¢, h satisfazendo j2 = 1, €2 = h? = 0 e ¢h = he = 0,
je=—ej = h, hj) = —jh = —e¢, sao chamados split-semiquaternions.
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4.3 Os Biquaternions

Os biquaternions foram introduzidos por W. Hamilton, em seu Lectures on Quaternions
[35] em 1853.

Definicao 4.21. Os biquaternions sao numeros da forma zy + z1€1 + 209 + 23e3, onde
z € C,i=0,1,2,3, e as unidades imaginarias ey, es, e3 satisfazem as mesmas relagoes
que as expostas na tabela de multiplicacao A.1 dos quaternions.

Os biquaternions formam uma C-algebra 4-dimensional, que serd denotada por He.
A base dessa dlgebra é {1, ey, eq, €3}, porém podemos escrever, para z, = T, + Tgi, com
To, s € R, um biquaternion ¢ da seguinte forma®:

q = Xo + 11 + x9€1 + X369 + X463 + x5(i€1) + x6(i€2) + 27 (lE3). (4.4)

Axiomaticamente, 7 difere de e;, mas 2 = ¢; = —1 e comuta com as unidades ima-
inarias e;: ie; = eqt, ieg = eqi e leg = esi. Podemos também colocar i = I e separar a
9
“parte real”, ¢, € H, da “parte imaginaria”, ¢; € H, de ¢ da seguinte maneira:
q = (w0 + x1€1 + Tae9 + 363) + (T4 + T5€1 + TG0 + T7E3)] = @) + @31 (4.5)

Em vista da expressao (4.4), os biquaternions formam uma R-dlgebra 8-dimensional
com base:
{]-7Z.7617627637@.6177:6272'63}7 (46>

com uma tabela de multiplicagdo A.6 (Apéndice A).

Os biquaterions tém duas conjungagoes: a conjugacao quaternionica q* = zy — z1€1 —
Z9€9 — Zz€3 € & conjugacao complexa q* = z; + zie1 + z5es + zies, e elas safistazem:

(rg)" =q'v", a)"=p¢ e (") =) (4.7)

E possivel definir mais de uma norma para os biquaternions, porém iremos considerar
a generalizagao da norma quaternionica:

lall* = q4" = 25 + 21 + 25 + 23, (4.8)
que também pode ser escrita como:
lall” = a¢" = (¢ + aD)(a + D) = (¢ + @) (g + ¢ T). (4.9)

A norma (4.8) nos diz que podemos ter ||q|| = g¢* = 0 para um biquaternion g # 0, e,
portanto, tais biquaternions sao divisores de zero.

Teorema 4.22. A dlgebra Hc € isomorfa a dlgebra C @ H.

Demonstracao. Seguindo a observagao 1.131, uma base de CQH é {1, 4, e, 9, €3, i€1, i€g, i€3},
que é exatamente a base (4.6) de H¢, com a mesma tabela de multiplica¢do, portanto
He = C® H. O

A expressio (4.4) é as vezes chamada forma expandida do biquaternion.
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Assim os biquaternions sao a complexificagao dos quaternions.

Proposicao 4.23. A C-dlgebra dos biquaternions ¢ isomorfa a C-dlgebra das matrizes
complezas Ms(C).

Demonstragao. Considere a seguinte base de My(C):

10 0 0 1 0 i
(o) n=(o 2)m=(ha) w=(00)

Como observamos anteriormente, H¢ visto como C-algebra possui base {1, e, eg, €3}, com
a mesma tabela de multiplicacao A.1 dos quaternions. Podemos verificar rapidamente
que a tabela de multiplicacao dos elementos base acima de My (C) é semelhante a tabela
de multiplicacao A.1. O

Observacao 4.24. Chamamos os nimeros da definigao 4.21 de split-biquaternions quando
0s zis sdo numeros split-complexos e os chamamos de quaternions duais quando os zis
sao numeros duais.

Para mais detalhes sobre os biquaternions, consulte [66].

4.4 Os Split-Octonions

Definigao 4.25. Os split-octonions (ou pseudoctonions) sao nimeros hipercomplexos da
forma xg + z1€1 + o€y + x3€3 + T4€4 + T5E5 + TeE6 + T7E7, tais que x; € R, 1 =0,1,...,7, e
as unidades imaginarias satisfazem as relagoes expostas na tabela de multiplicagao A.8.

O conjunto dos split-octonions forma um R-espago vetorial com base {1, e, ea, ..., €7}.
Esse espaco junto com a tabela de multiplicacao A.8 forma uma R-algebra 8-dimensional,
que denotaremos por O'. Através da Tabela A.8, podemos observar que a subdlgebra
gerada por {1, ey, ey, e3} é isomorfa a H, e que as subédlgebras geradas por:

{1761764765}a {1761766a67}a {1762a65767}7 {1a62766764}7
{1763564767}7 {1763765766}7
sao isomorfas a H'.

Dado um split-octonion 0 = xg+ x1€1 + ... + x7e; € O, definimos o seu conjugado por
0" = x9 — T1€1 — ... — T7€7, € SUA NOTMA POr:

HOHQ:o*ozxg—l—l’%—l-x%—l—x%—a:i—x?)—g;g,_m%_

Assim a norma de um split-octonion pode ser real ou imaginario puro, e podemos
ter |Jo|]| = 0 para um o € O'\{0}. Além disso, o conjugado e a norma satisfazem as
propriedades (4.2), e, portanto, a dlgebra Q' é uma split-dlgebra de composi¢ao. Todo
elemento o € ©'\{0} possui um inverso multiplicativo dado por o~ = 0*/||0||?.

A dlgebra Q' é nao-associativa, pois, pela tabela A.8, temos que:

(6467)65 — €365 — —€4 7é €g — 64(62) = 64(6765),



84 4. OUTRAS ALGEBRAS HIPERCOMPLEXAS

porém ela é alternativa, ou seja, quaisquer dois elementos de @ geram uma subalgebra
associativa (teorema 1.86).

Teorema 4.26. A dlgebra Q' € isomorfa a dlgebra das matrizes-vetores reais, Moyt (R).

Demonstra¢ao. Considere os elementos:

. 10 . 0 e . 0 e _ 0 e3
[O_(O 1)7-[1_(61 0>’12_(62 0)7[3_(63 0)7
1 0 0 —e 0 e 0 —e
[4:(0—1)’15:<el 01)’16:(—62 02)’[7:(63 03)’

onde eq, e5 e ez sao as unidades imaginarias que satisfazem a tabela de multiplicagao dos
quaternions A.1. Pela defini¢ao 3.27, podemos inferir que {Iy, I1, I, ..., I;} é uma base
da élgebra M, (R). A tabela de multiplicacdo dos elementos dessa base é semelhante a
tabela de multiplicacao dos split-octonions A.8. O

Observacao 4.27. Existe um resultado que diz que em cada uma das dimensoes 2,4 e
8, existe apenas uma, a menos de isomorfismos, split-dlgebra de composicao, a saber, C',
H' e O, respectivamente. (consulte [71], p. 18).

Observacao 4.28. Da mesma maneira que temos os bicomplexos C ® C, que sao a
complexificacao dos complexos, e os biquaternions C ® H, que sao a complexificacao dos
quaternions, temos os bioctonions, C @ H, que sao a complexificacao dos octonions.

Os bioctonions sao nimeros da forma zg+ z1€1 + 2069 + 2363 + 2464 + 2565 + Zg€6 + 2767,
tais que z; € C, i = 0,1,...,7, e as unidades imaginarias satisfazem as mesmas relacoes
apresentadas na tabela de multiplicacao A.7 dos octonions. Esses niimeros formam uma
C-algebra 8-dimensional com base {1, ey, e, ...,e7}. Analogamente aos biquaternions, os
bioctonions formam uma R-algebra 16-dimensional com base {1, 7, ey, es, ..., ez, ieq, ..., ie7 }.
Essa algebra possui os octonions @ e os split-octonions @’ como subdlgebras (uma prova
disso pode ser encontrada em [60], p. 7).

Incluimos na pagina seguinte um glossario da maioria dos sistemas hipercomplexos
que temos mencionado até agora. Na tabela que segue, denotamos os coeficinetes reais
por x; € R, e os coeficientes complexos por z; € C.



4. OUTRAS ALGEBRAS HIPERCOMPLEXAS 85
Sistema Dimensao Elementos irtrfz?gi(iirii'(:s
Bicomplexos 4 ro+x1i+xoj+w3k PP =72=—-1,k*=1
e? =—1
Bioctonions 16 zo+z1e1+...+zrer i 11’ 2.3, ’ 7
Biquaternions 8 z0+ 211+ 227 + 23k PP=32=k’=-1
Complexos 2 To + 111 i?=—1
Duais 2 Ty + T1€ 2 =0
Octonions 8 To +x1€1+ ...+ e = —1,
Trer 1=1,2,3,..,7
Quaternions 4 ro+T1i+Tejtx3k =32 =k>=—-1
Q.uater{li.ons 4 rot+a1t+Tejtask P=j52=k>=1
Hiperbdlicos
Sedenions 16 xgejo—i——i_..%flxj;em 1= 1?, 27,‘3:.1’, 15
Semiquaternions 4 ro+riitroctash i?P=—-1,=h2=0
Split-Complexos 2 o+ 1] =1
Split-Octonions 8 ot z;:é; ot ;z ; 1_71]’ Z.::4715;72(;737’
Split-Quaternions 4 ro+xiitxej+rsf PP=—-1,42=f>=1
Split- 4 xo + 1) + ®2€ + 21,2 =h2=0

Semiquaternions

x3h




Capitulo 5

Algebras de Clifford

Neste capitulo, introduziremos as dlgebras de Clifford e daremos a classificacao completa
das dlgebras de Clifford reais e complexas. Na literatura, ha diversas defini¢oes de adlgebras
de Clifford, cada qual adequada para um propédsito; estas defini¢oes, bem como a maioria
dos conceitos apresentados neste capitulo, podem ser encontradas nos livros [11], [26],
(28], [47], [49], [55] e [72]. Estudaremos brevemente representacoes de dlgebras de Clifford
e os grupos Pin e Spin. As notas histéricas a seguir foram baseadas no livro [22].

5.1 Notas Historicas

Hamilton nao foi o tnico a desenvolver um sistema vetorial (quaternions) na década de
1840. Em 1844 o matemaético alemao Hermann Giinther Grassmann (1809—1877) publi-
cou um livro intitulado Die Lineale Ausdehnungslehre' (ou Teoria de Extensao Linear),
onde discorria sobre um amplo sistema de analise do espaco através de vetores, e introdu-
ziu conceitos importantes, como o conceito de bivetor, de produto interno e de produto
externo para espacos de vetores. Apesar dos importantes conceitos contidos no livro, ele
nao recebeu quase nenhuma atencao na época.

William Kingdom Clifford (1845—1879) foi um matematico inglés, professor da Uni-
versity College London, e um dos poucos matematicos do seu tempo que conhecia ambos
os sistemas, Hamiltoniano e Grassmanniano. Em 1877 publicou o livro Elements of Dy-
namic, onde introduziu o “produto vetorial”, que é o produto vetorial usual da analise
vetorial moderna, e um outro produto, chamado “produto escalar”. No ano seguinte,
em 1878, publicou um artigo intitulado Applications of Grassmann’s Extensive Algebra
[17], no qual introduziu uma nova multiplicagdo na algebra exterior de Grassmann, produ-
zindo uma nova algebra, chamada por ele de dlgebra geométrica. Clifford deixou inacabado
um segundo artigo intitulado On the Classification of Geometric Algebras [18], que fora
publicado (mesmo inacabada) postumamente em 1882. Essas dlgebras (posteriormente
chamadas de algebras de Clifford) foram redescobertas pelo matemético alemao Rudolf
Otto Sigismund Lipschitz (1832—1903) entre 1880 e 1886, que reconheceu a descoberta
anterior de Clifford em seu livro Untersuchungen uber die Summen von Quadraten, pu-
blicado em 1886. Lipschitz foi o primeiro a apresentar aplicagoes da algebra de Clifford
na Geometria.

!Titulo completo: Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik dargestellt und
durch Anwendungen auf die ibrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf der Statik, Mechanik, die
Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erlautert.

86
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5.2 Aspectos gerais das algebras de Clifford

Primeiramente vamos observar que, enquanto as algebras de Cayley-Dickson com di-
mensoes superiores a quatro sao nao-associativas, as dlgebras de Clifford mantém a asso-
ciatividade em qualquer dimensao. A definicao que segue abaixo é a definicao das dlgebras
de Clifford universais (veja [72], Cap. 3).

Defini¢ao 5.1. Seja (V,®) um K-espaco quadrético (char(K) # 2). Uma dlgebra de
Clifford associada a V' e a ® é uma K-dlgebra CI(V, ®) associativa com identidade, 1,
junto com uma aplicagao linear ¢ : V- — CI(V, @) tal que as seguintes propriedades sao
satisfeitas:

(i) (¢(v))* = @(v).1, Vv € V.

(ii) (Propriedade Universal) Para toda K-algebra associativa A e toda linear f : V —
A satisfazendo (f(v))? = ®(v).1, Vv € V, existe um tnico K-homomorfismo de dlgebras
Y CU(V,P) — A satisfazendo f = 1) o ¢, ou seja, que faz o seguinte diagrama comutar:

2 .o

fl%

Importante destacar que podemos dar uma definicao mais ampla de algebras de Clif-
ford se retirarmos a propriedade universal da definicao anterior, englobando, assim, as
algebras de Clifford ndo-universais (veja o teorema da pdg. 88 de [72]). Neste capitulo
todas as algebras de Clifford consideradas serao todas universais.

Observacao 5.2. A aplicacao linear ¢ exposta na definicao anterior é comumente conhe-
cida como aplicag¢do de Clifford. As vezes denota-se a dlgebra de Clifford por (CI(V, ®), ¢),
explicitando a aplicacao de Clifford associada. Ainda, os elementos da algebra CI(V, ®)
sao chamados numeros de Clifford.

Observagao 5.3. Em [20] Chevalley? mostrou em que se (V, ®) é um K-espago quadratico
e T'(V) a dlgebra tensorial de V', e Zg é o ideal bilateral de T'(V') gerado por {v®@v—®(v).1
| v € Vel e K}, entao a élgebra quociente Cl(V,®) = T(V)/Zs ¢é igual a dlgebra da
Clifford associada ao espago (V, ®).

Vamos ver agora que as algebras de Clifford como definidas por Chevalley sao univer-
sais, e, ademais, elas sao Unicas, a menos de isomorfismos.

Teorema 5.4. (Existéncia e unicidade) Para todo K-espago quadrdtico (V, ®), existe uma
unica, a menos de isomorfismos, dlgebra de Clifford Cl(V,®) associada a esse espago.

Demonstracao. (Existéncia) Seja T'(V') a dlgebra tensorial de V' e seja Zg 0 ideal bilateral
de T'(V) gerado por {v ®@v — ¢(v).1 | v € V,1 € K}. Coloque CI(V,®) :=T(V)/Zy e
considere a projegao canonica 7 : T(V) — CIU(V,®). Seja j : V — T(V) a aplicagao

2Claude Chevalley (1909 - 1984) foi um matemético frances.
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inclus@o canonica, entdo ¢ : V. — CI(V,®), com ¢ = 7o j, é uma aplicagao linear tal
que, por construcao:

$(v)* = (w0 j)(v)* = 7(j(v))* = 7(v®v) = B(v).1, (5.1)

para todo v € V', e como T (V') é gerada por V e 7 é sobrejetiva, a aplicagdo ¢ satisfaz a
condigao (i) da defini¢ao 5.1.

Seja A uma K-édlgebra com identidade 1 4. Considere uma aplicacao linear ¢ : V. — A
tal que (¢(v))? = ®(v).1. Pela propriedade universal da &lgebra tensorial (definigao 1.127),
existe um K-homomorfismo de algebras f : T'(V) — A tal que:

flo@v—&).1) =) — &(v).14 =0,

ou seja, Zp C ker(f). Assim, pelo teorema 1.47, existe uma linear h : CI(V,®) — A, tal
que:

(ho¢)(x) = (homoj)(r) = (ho¢)(r) = flz)=(x),

para todos x € V, implicando que h o ¢ = 1. Logo a condigao (ii) da definigdo 5.1 é
satisfeita.

(Unicidade) Sejam (CI(V, @), ¢) e (CU'(V,®), ') duas dlgebras de Clifford associadas
a (V,®). Pela defini¢ao 5.1, colocando A = Cl'(V, ®) e considerando a linear ¢' : V' —
Cl'(V,®), existe um tnico K-homomorfismo de algebras f : CI(V,®) — CU'(V, ) tal
que ¢’ = fo¢.. Analogamente, colocando A = CI(V, ®) e considerando a linear ¢ : V' —
Cl(V, @), existe um tnico K-homomorfismo de algebras g : ClI'(V, ®) — CI(V, @) tal que
¢p=god.

Assim concluimos que fog = Ideoywe) e go f = Idcoyve), ou seja, f é um R-
isomorfismo, com inversa f~! = g. O

Acabamos de provar que para cada espaco quadratico (V, ®) existe uma tunica, a menos
de isomorfismos, algebra de Clifford associada, portanto podemos nos referir a Cl(V, @)
como a dlgebra de Clifford associada ao espago (V, ®). A partir de agora, iremos considerar
apenas algebras de Clifford universais.

Coroldrio 5.5. A aplicagcio de Clifford ¢ : V. — CU(V, ®) € injetiva.
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [45], p. 367. ]

Observagao 5.6. Como a aplica¢ao ¢ é injetiva, é comum omitir a ¢ da condigao (i) da
definicao 5.1, sendo reescrita como v? = ®(v).1.

Exemplo 5.7. Seja V' um K-espaco vetorial munido com a forma quadratica identica-
mente nula ® = 0. A dlgebra de Clifford Cl(V,®) de (V,®) = (V,0) é igual a algebra
exterior AV, pois CI(V,®) =T(V)/(v@v—®(v).1) =T(V)/(vev)=AV.

Observacao 5.8. Na realidade, se V' é um K-espaco com dimV = n < oo, a algebra
CIl(V, ®) é isomorfa, como espago vetorial, ao espaco AV = @} _, /\k V' (veja [72], p. 81).



5. ALGEBRAS DE CLIFFORD 89

Observagao 5.9. Seja 1 € CIl(V,®) e Bs a forma bilinear associada com a forma
quadrética @, i.e., ®(v) = Bg(v,v). Entao ®(v 4+ u) — ®(v) — ®(u) = 2Bg(v,u), e pela
condigao (i) da defini¢ao 5.1, temos que:

{¢(v), o(w)} = d(v)p(u) + d(u)p(v) = 2Bg(v, u).1. (5.2)

O simbolo {-,-} é chamado anticomutador3. Assim, se dim(V) = n, com base ortogonal
{e;}"_,, por (5.2) obtemos:

¢(ei)o(e;) + dlej)ple) =0, Vi#j. (5.3)

Observagao 5.10. Se (Cl(V, @), ¢) é a dlgebra de Clifford associada ao K-espago quadrético
(V, ®), entdo existe um unico K-automorfismo de dlgebras a : CI(V, ®) — CI(V, D), tal
que o? = Id e (a0 ¢)(v) = —¢(v), Vv € V. Esse automorfismo é comumente denomi-
nado automorfismo canonico. Ainda, a essa algebra estd associado um antiautomorfismo
t: ClV,®) — CUV, D), ie., t(zy) = t(y)t(z), tal que t* = Id e t(v) = v, para todos
veVeuxye Cl(V,®), chamado antiautomorfismo canénico, e t comuta com «, i.e.,
toa=aot (veja [11], p. 55).

Observacao 5.11. A aplicacdo composta 0 = toa : Cl(V,P) — CI(V,P) é também
um antiautomorfismo que serd chamado de conjugagao em CI(V,®). Com isso, podemos
definir uma norma N : Cl(V, ®) — CI(V, ®), dada por N(z) = zo(z).

Observagao 5.12. A élgebra Cl(V, ®) é Zy-graduada. De fato, considere os espagos:
CI(V,®) = {x € CU(V,®)|a(z) =2} e CINV,®) = {z € CI(V,®)|a(z) = -z},

onde « é o automorfismo candnico. Entao o espago CI(V, ®) pode ser escrito como a soma

direta:
Cl(V,®) = CI°(V,®) @ CI*(V, ®). (5.4)

Agora, se z,y € CI°(V, ®), entao a(zy) = zy = xy € CI°(V,®),sex € CIO(V,®) ey €
ClIH(V,®), entdao a(zy) = —zy = xy € CIN(V,®), se z € CIN(V,®) e y € CI*(V, D), entdo
a(zy) =xy = zy € CI°(V,®) ese z € CLN(V,®) e y € CI°(V, ), entao a(xy) = —xy =
ry € CI(V,®), concluimos, assim, que a decomposi¢ao (5.4) define uma Z,-graduagao
em CI(V, D).

Definigao 5.13. Sejam A e B dlgebras Z,-graduadas com A = A" Al e B=B'®B. O
super-produto tensorial de A e B, denotado por A®B é também uma &lgebra Z,-graduada
com:

(A®B)? = A’ B + A' @ B,
(AxB)' = A' @ B + A" @ B,
e com uma multiplicacao definida por:

(a@b)(@ @) = (1O (ad) @ (B0),

onde a,a’ € A e b, b € B sao elementos homogéneos.

3Essa notacdo é mais comum na fisica.
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Proposicao 5.14. Sejam (V,®;) e (W, ®y) K-espacos quadrdticos. Entao a soma direta
desses espagos € um espaco quadrdtico (V @ W, 1 @ ®q), com uma forma quadrdtica
dada por: (P17 ® Oo)(v,w) = P1(v) + Po(w), v € V, w € W. Temos entio o sequinte
isomorfismo:

CUV @ W, 0, & By) = CIU(V, D) QCHW, By).

Demonstragdo. Considere a aplicacao linear f : VW — CI(V, ®,)@CI(W, @), definida
por:

flo+w)? = d1(v) @ 1w + 1y @ da(w),
onde ¢y : V. — CUV,®1) e ¢g : W — CUW,d,) sao as aplicagdes de Clifford e
ly € CU(V,®y) e 1y € CI(W, ®y) sao as identidades. Entao:
flot+w)? = (¢1(v) @ 1w)* + (Iy @ ¢a(w))? + (41(v) © da(w)) — (¢1(v) © Pa(w)) =

= (1 ® ¢2)(v +w)(ly @ 1y ).

Pela propsiedade universal das algebras de Clifford, f é estendida unicamente para
um K-homomorfismo de élgebras f : CLU(V @ W, &1 & ®y) — CL(V, ®1)QCUW, Dy).
Agora, considere g : Cl(V,®1) — CU(V @ W, Py & $9) e h: CU(W,Py) — ClU(V ®
W, 1@ dy) as aplicagoes induzidas pelas inclusoes iy : V — VW eiy : W — VW,
tais que:
goor=(gs0iv) e hody=(d30iw),

onde ¢3 é a aplicacao de Clifford de CI(V @ W, &1 @ ®5). Assim temos que:
g(v) = (v,0) e h(w)=(0,w), YveV,weW.

Ou seja, obtemos um K-homomorfismo inverso f= : ClUV, ®1)QCUW, ®y) — CI(V®
W, ®; @ ®,), dado por:

v ®w) = g(v)h(w),

e portanto f é um isomorfismo. O]

Teorema 5.15. Seja (V, ®) um K-espaco quadrdtico com dimg V' = n, entdo dimg Cl(V, ®) =
2m,

Demonstracao. Pelo teorema 1.61, inferimos que forma quadratica ® pode ser escrita
como uma soma de n formas quadraticas unidimensionais ®; : K x K — K:

P=0,0..00,,

mas a algebra de Clifford de uma forma unidimensional é facilmente calculada: sendo
Cl%(®;) = K e CIN®;) = K.1, com ®;(1) = 1%, temos que CI(®;) = K@ K.1. Portanto
dimg C1(®;) = 2. Mas isso vale para toda forma unidimensional ®;, entao, pela proposi¢ao
anterior, temos que:

CUV, D) = CUV, B, & ... & B,) = CU(D))&... 001 (D,,),

implicando que dim CI(V, ®) = 2™, ]
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Essa demonstracao segue de [26], porém uma outra demonstragao utilizando as pro-
priedades de multiplicagdo dos elementos da base pode ser encontrada em [45], p. 367.

Corolario 5.16. Se {ey,....e,} € uma base de V', o conjunto {1} U {e;,...ej, | j1 < jo <
.. < Jr < n} forma uma base de CI(V,®), onde 1 € CI(V,®) € o elemento identidade.

O conjunto {ey, ..., e, } é comumente chamado conjunto gerador da algebra CI(V,®).

Observacao 5.17. Considere (V,®) com dim(V') = n < oo, e com uma base {ey, .., e,}.
Entao a conjugacao o =t o « fica definida por:

ole)) =—ei e olej..e;) = (1) (ej...ej).

5.3 Algebras de Clifford dos espacos (RP9, 9, )

Nesta segao iremos estudar as algebras de Clifford associadas aos espacos quadraticos
reais (R”?, @, ), munidos com a forma quadratica:

D (a)=af+. . +ad—al  — .. —al, (5.5)
com p~+q=n, Ve = (21, ..., Tp, Tpi1, ..., Tpirq) € R O par (p,q) é a assinatura de RP4.
O Teorema de Sylvester (teorema 1.62) garante que os nimeros p e ¢ sdo independentes
da escolha da base de RP4. O espaco RP? é o espaco euclidiano p-dimensional, i.e., RP? é
o espago R? provido da forma quadratica ®,¢(x) = 27 + ... +x§, e 0 espaco R%? é o espaco
antieuclidiano g-dimensional, i.e., R%? pode ser visto como o espaco R? provido da forma
quadrética ®g4(z) = —27 — ... — 2.

Na literatura, é comum encontrar véarias notagoes para as algebras de Clifford de
(R, @, .): Cl,, = Clr(p,q) = R,, e Cl,o = Cl,. Neste trabalho iremos adotar a
notagao CI(RP4, ®, ) = Cl,,, e, desde que nao haja ambiguidades, iremos nos referir as

algebras Cl,, , como dlgebra de Clifford reais.

Exemplo 5.18. Considere o espago euclidiano 1-dimensional V' = R provido da forma
quadrética ®(x) = 2. Vamos mostrar que Cl; o = R & R. Considerando a multiplica¢ao
em R @& R da maneira definida na observacao 1.71, concluimos que (1, 1) é a identidade.
Seja ¢ : R — R @ R tal que ¢(1) = (1, —1), entao:

d(z)? = (z.0(1))* = 2%.(1,1) = ®(z).(1.1).

Seja A uma R-algebra com identidade 14 e seja f : R — A uma linear tal que
f(x)? = ®(z).14. Entao:

fl@)=2.f(1) = f(1)"=2(1).1a=la

Considere agora a aplicacdo f : R&R — A definida por f(z,y) = (z+y).1a—y.f(1),
com z,y € R. Entao obtemos:
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f(@(2) = z.f(6(1)) = 2. f(1,—1) = z.f(1) = f(),
ou seja, f o¢ = f, e como Cly é tinica a menos de isomorfismos, concluimos que Cl; o =
R® R.

Exemplo 5.19. Considere o espaco antieuclidiano 1-dimensional V = R%!_ i.e., o espaco

R munido com a forma quadrdtica ®(z) = —z?. Entdo vamos mostrar que Cly; =
C. Considere a aplicagio ¢ : R — C dada por ¢(z) = iz, entdo ¢(z)* = z2%? =
—x% = ¢(x).1¢c. Considere uma R-algebra A e seja ¢ : R — A uma linear tal que

Y?(z) = ®(x).14. Considere agora um R-homomorfismo de algebras f : C — R dado
por f(a+ bi) =a+ b(1). Temos entao que:

(fo9)(x) = flxi) = z(1) = ¢().

Por outro lado, sendo g : C — A um R-homomorfismo de algebras tal que g o ¢ = 9,
obtemos:

gla+bi) =ag(l) +bg(i) = ag(l) + bg(6(1)) = a.1+ bp(1) = f(a + bi).

Portanto Cly; = C.

Exemplo 5.20. Considere o espaco antieuclidiano 2-dimensional V = R%2_ i.e., o espaco
R? provido com a forma quadratica ®(z,y) = —2? — y?. Entdo vamos mostrar que
Clyo = H. Considere a aplicacao ¢ : R*> — H tal que ¢(x,y) = i + yj. Entao:

o(x,y)? = (vi +yj)* = —2* —y* = O(z,y).1.

Seja A uma R-algebra com identidade 14 e seja f : R? — A uma linear tal que
f(x)? = ®(z).14. Entao:

fl@,y) =2.f(1,0) +y.f(0,1) = f(1,0)>=®(1,0).14=—14 e
F0,1)2=®(0,1).14 = —14.
Considere agora a aplicacdo f : H —s A definida por:
f(@o + @1i + w2 + w3k) = 20.14 + 21f(1,0) + 22£(0,1) + 23 £(1,0) £(0, 1),
com z; € R, i =0,1,2,3. Entao obtemos:

F(9(w,y) = w.f (=i +yj) = 2.f(1,0) +y.f(0,1) = f(z,y),

ouseja, fogp = f, e como Cly o ¢ inica a menos de isomorfismos, concluimos que Cly o = H.

Observagao 5.21. Seja {ey, ..., €,+,} uma base ortonormal de R”¢. Entao temos:

_25ij7 se 1 S D,
eiej + 6]‘61‘ = .
+20,5, sei>p.

O elemento volume de Cl,, associado a qualquer base ortonormal positiva (com res-
1 O Pa A i =
peito a @, ,) {e1, ..., eptq} de RP4 é o elemento definido por w = e;...€p1,.
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Observacgao 5.22. Sejam C’lgq e Cl]g’q os espacos da observagao 5.12. Pela Zs-graduacao
das dlgebras de Clifford, escrevemos:

Clpg =Cl),®Cl,,.

0 1 o5 , .

Cl,, e Cl,, sao chamadas parte par e parte impar, respectivamente, de Cl, 4, e, a
partir de agora, utilizaremos as notagoes C’lg = C’l; e Cl; . = Cl,, de forma indistinta,
uma vez que ambas notagoes sao amplamente utilizadas na literatura.

5.3.1 As algebras de Clifford Cls; e Cl3

I. A algebra Cl,

Considere {e;,es} uma base ortonormal de R% Entao o conjunto {1, e, e, eres},
1 € R, satisfazendo as regras de multiplicacao:
2 _ 2 _ _ 2 _
e;=1, e5=1, ejea =—ese; e (e1e9)” = —1, (5.6)

forma uma base para a R-algebra 4-dimensional C'ly. Os elementos e; e e; sao vetores em
R?, enquanto ejey é um bivetor* (veja [47], p. 8), que serd denotado por ejp. Assim os
elementos u € Cly podem ser unicamente escritos da forma:

U = Uy + Ure1 + Useo + Uz€12, (57)
comu; € R, 1=0,1,2,3.
Proposicao 5.23. A dlgebra Cly € isomorfa a dlgebra Ma(R).

Demonstragao. Considere as seguintes matrizes de Ms(R):

10 10 0 1 0 1
v (o) e (o B ) e (Vo) e ()

O conjunto {Iy, I1, I5, I3} forma uma base para My(R). Sendo {1, ey, es, €12} a base
de Cl,, fazendo as identificagoes:

1~1y, eg~1;, ea~1y, e9~Is,

observamos que essas matrizes multiplicam-se entre si de acordo com a regra de multi-
plicagao (5.6) dos elementos da base de Cls. O

Temos ainda o isomorfismo Cly = Cly; (veja [72], p. 118). Pela observacao 5.8, como
espaco vetorial, C'ly pode ser escrito como a soma direta:

2
Ch=RoR’a /R (5.8)

4Também denotado por e; A es.



94 5. ALGEBRAS DE CLIFFORD

Sendo Cly uma algebra Zy-graduada, Cly = Cl5 ®CI, , podemos identificar a parte par
e a parte fmpar, como subespagos, com a decomposicio (5.8) da forma: Cly = R® /\2 R?
e Cl; =R%

A decomposigao (5.8) é tnica, por isso os elementos u € Cly podem ser escritos
unicamente como:

u = <U>0 + <U>1 + <’LL>2, <U>k < /\RQ, k= O, 1,2. (59)

Comparando as identidades (5.7) e (5.9), concluimos que ug = (u)g € R, (uge; +
uses) = (u); € R? e uzers = (u)s € A’ R2.

Observagao 5.24. A algebra de Clifford Cl, possui trés involugoes, a saber:
(i) Involugdo Graduada: @ = (u)o — (u); + (u)a,
(ii) Reversao: 4 = (u)o + (u); — (u)a,
(iii) Conjugagao de Clifford: @ = (ug) — (u); — (u)s.

A involucao graduada é um automorfismo, pois uv =
conjugacao de Clifford sao antiautomorfismos, pois uv = v

w0, enquanto a reversao e a
e uv =7vu.

II. A algebra Cl;

Considere {ey, €2, 3} uma base ortonormal do espaco euclidiano R?. Entao o conjunto
{1, €1, €9, €3, €12, €13, €23, €123}, 1 € R, €193 = e1e9e3, cujos elementos sdo tais que:

2 2 9 2 2 2 9 _
e =ey=e3=1, efy=e€j3=e3=¢ely3=—1, e€;=—¢€y, (5.10)

€123€; = €4€123,

para todos i # 7, 1,7 = 1,2,3, forma uma base para a R-algebra 8-dimensional Cl;.
Os elementos eq, ey € e3 sao vetores em R3, enquanto ejo, €13 € €93 Sa0 bivetores e e193 €
um trivetor® (ou elemento volume). Assim os elementos u € Cly podem ser unicamente
escritos da forma:

U = U + Ure1 + Ugey + Usez + Uge12 + Us€13 + Ugeas 1 Ure123, (5.11)

comu; € R, 7 =0,1,2,....,7. A tabela de multiplicagao de Cl3 foi calculada e colocada
na Tabela A.12 (Apéndice A). Observe que para calcular essa tabela, basta sabermos as
regras (5.10), lembrar da definigdo e;; = e;e;, @ # j, e utilizar o fato de Clj ser associativa.
Por exemplo, €12€13 = €1€9€1€3 = —626%63 = —e€q€3.

A élgebra de Clifford Cl3 é também conhecida como dlgebra de Pauli®, devido ela ser
isomorfa a algebra das matrizes complexas My (C), a qual possui uma base formada pelas
pelas matrizes de Pauli, 01,09 e o3 (observacao 1.64). Vamos ver agora que, de fato,
temos um isomorfismo de algebras Clz = M (C).

Seja Iy a matriz identidade 2 x 2, entao as matrizes de Pauli satisfazem as regras:

50u 3-vetor, e também é denotado por e; A es A es.
6As vezes chamada de dlgebra do espaco fisico.
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00k + Ok0j = dekfo,

2_ 2_ 2 _
0109 = 103 = —007,
, (5.12)
0301 = 102 = —0103,
0903 = iUl — —0302.
para j,k = 1,2,3. Considere agora o conjunto:
{-[070-170-2a0-370-10-2a0-10-370-20-370-10-20-3}' (513)

Esse conjunto forma uma base para Ms(C). Obtemos, entdo, um isomorfismo de
agebras Cly = My (C) fazendo as correspondéncias:

1 ~ly, e1 >0y, e3> 09, €303, €12~ 0109, (5.14)

€13 =X 0103, €23 ==X 0203, €123 =X 010203,

Podemos também verificar que a tabela de multiplicacdo de (5.13) é semelhante a
tabela de multiplicacao A.12.

Observacao 5.25. Analogamente ao que vimos anteriormente para Cly, como espaco
vetorial, Cl3 pode ser escrita como uma soma direta:

2 3
Cl=RoR*0 \R'e AR’ (5.15)

A partir da Z,-graduacao Cly = Clf @ Cl3, identificamos a parte par e a parte
fmpar, como subespacos, com a decomposi¢ao (5.15) como segue: Clf = R @ /\2 R3 e
Cl; =R*@ \°R3.

Da mesma maneira que vimos para Cls, os elementos u € Cl3 podem ser escritos
unicamente como:

u=(u)o + (u)1 + (w)o + (u)s, (w)r € /\R3, k=0,1,2,3, (5.16)

sendo, portanto, (u)p um escalar, (u); um vetor, (u), um bivetor e (u)3 um elemento
volume.

Observacgao 5.26. Da mesma forma que a algebra Cly, a dlgebra Cl3 possui trés in-
volugoes, a saber, a involucao graduada, a reversao e a conjugacao de Clifford, dadas,
respectivamente, por: @ = (u)g — (u)1 + (u)s — (u)s, @ = (u)o + (u)1 — (u)2 — (u)3 e
0 = (ug) — (u)1 — (u)s + (u)s, com (u), € A"R.

Observacao 5.27. As élgebras Cl,, possuem a mesma decomposicao em soma direta,
como espacos vetoriais, que Cl,, ou seja:

ptq k

Clyy =P \ R,
k=0
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assim, em gerazl, podemos escrever a involugao graduada em Cl, , por @ = Zig(—l)k@) ks
com (u) € /\"RPT,

Abaixo, listamos alguns dos isomorfismos das dlgebras de Clifford que temos visto até
agora com algumas algebras hipercomplexas vistas nos capitulos precedentes:

Cly, = C (élgebra dos complexos)
ClioZR@®R=C (dlgebra dos split-complexos)
Clyo = Clyy 2 H' (&lgebra dos split-quaternions)
Clyo = H (algebra dos quaternions)

Clyo = C®H = H¢ (dlgebra dos biquaternions)

5.3.2 A algebra do espaco-tempo de Minkowski

Definicao 5.28. Seja V um R-espaco vetorial 4-dimensional, e sejan : V x V — R
uma métrica de assinatura (1,3). O par (V,n) é chamado espaco vetorial de Minkowski",
e é denotado por RY3,

Observagao 5.29. Existe uma base ortonormal {e;, e, €3, €4} de R tal que:

1, se p =v = 0;
n(ew ev) = nlev,en) =M = § =1, sep=v=123
0, se u # v.

Também podemos escrever 7, como uma matriz diagonal: 7, = diag(l,—1,—1,—1)
(explicitando, assim, a assinatura).

Definicao 5.30. Seja v € RY3, entao dizemos que v é tipo-espaco se v2 < 0ouv =0 e v
é tipo-tempo se v? > 0. Ainda, v é dito tipo-luz se v? = 0, com v # 0.

A 4lgebra de Clifford Cl; 3 do espago vetorial de Minkowski R ¢ conhecida como
dlgebra do espago-tempo (AET). Cl 3 é uma R-dlgebra 16-dimensional e se {e1, €2, €3, €4}
é uma base ortogonal de R!'3  entdao o conjunto {1,ey, e, €3, €4, €19, €13, €14, €23, €24, €34,
€123, €124, €134, €234, €1234 } CUjos elementos satisfazem:

2 9 2 o
el =+1, e =e5=1¢;=—1,
ity + eres =0, (i £ ). (517
2
€lazqs = —1, € erazae; = —e;e1034,

para todos 7,j = 1,2, 3,4, forma uma base para Cl; 3. Essa base é constituida por um
escalar {1}, quatro vetores {ej, g, €3, €4}, seis bivetores {ejo, €13, €14, €23, €24, €34}, quatro
trivetores {e123, €134, €124, €234} € um elemento volume {eq234}.

"Hermann Minkowski (1864 - 1909) foi uma matemético alemao.
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Como a algebra Cl, 3 é isomorfa & dlgebra das matrizes My (H), podemos achar uma
base de My (H) correspondente a base de Cl; 3 descrita acima. Tal base ¢ gerada por um
conjunto de quatro matrizes quaternionicas 2 x 2, {70, V1, 72,73}, dadas por:

(10 (0 (0 (0 k
70_ O _1 771_ ZO 7’)/2_ ]0 773_ k, O )

onde 7, j, k sao as unidades imaginarias dos quaternions. Vamos denotar a multiplicacao
dessas matrizes da seguinte maneira: vy = Vij, VYV = Yijk © ViV = Yijki- O
conjunto

{10; Yo, Y1572, 73, Y01, Y025 Y03, V12, V13, V23, Y012, Y023, Y0135 V123, 70123}7 (5-18)

onde Iy é a matriz identidade 2 x 2, forma uma base para My(H). O elemento g3 é 0
elemento volume. Essas matrizes satisfazem as relagoes:

N=41, M=v=7%=-1, wy=—vv (GE#7),
{1V, v} = vy + 757 = 2ns5, (5.19)
73123 =—1 e Y1237 = —7iV0123;

para todos 7,7 = 0,1,2,3. Obtemos o isomorfismo Cl; 3 = My(H) fazendo as corres-
pondeéncias:

€1 =~ Y, €2 XY, €3 X Y2, €4 =73, €12 = Vo1, €13 = Y02, €14 = Y03, €23 = V12,

€24 = 713, €34 = 723, €123 = 7012, €124 = 7013, €134 = 7023, €234 = V123, €1234 = 70123-

Assim podemos estudar a AET através das propriedades das matrizes g, 71,72 € 3.

Observagao 5.31. A complexificacao da algebra do espago-tempo € isomorfa a dlgebra
de Dirac®, Cly,, ou seja:

Clyy 2 C® Clys = My(C).

Mencionamos também que a algebra Cls; é conhecida como dlgebra de Majorand®, e que

Clyy = My(R) 2 H® H.

Para mais detalhes sobre essa algebra e suas aplicacoes na Fisica o leitor pode consultar
também [38].

5.3.3 Processo de duplicagao para algebras de Clifford reais

Vamos ver agora que as algebras e Clifford do espago RP? podem ser obtidas por um
processo de duplicacao semelhante ao processo de Cayley-Dickson descrito no capitulo
anterior. Considere a algebra Cl,, ¢ considere pares da forma (u,v) com u,v € Cl,,.
Defina a multiplicacao de tais pares da seguinte forma:

8Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984) foi um fisico teérico inglés.
9Ettore Majorana (1906 - desconhecido) foi um fisico teérico italiano.
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(Ul, ’LLQ)(Ug, U4) = (U1U3 + ’)/U2a4, U1U4g + UQiL\g), (520)

onde v = £1 e u denota a involugao graduada de Cl,,. O conjunto dos pares (u,v)
munido com a multiplicagdo (5.20) define uma algebra que é isomorfa a dlgebra Cl, 1,
se 7 = 1, e é isomorfa a algebra Cl, ;41 se v = —1.

Esse processo pode ser repetido fazendo (u,v] = (u, —v). A partir de agora vamos
chamar as algebras obtidas por esse processo de dlgebras de Clifford reais generalizadas,
e as denotaremos por Cl, g(7),coma=p+leff=¢sey=1lea=peff=q+1,se
v=—1,com a+ [ =n.

5.4 Classificacao das algebras de Clifford

Nesta parte iremos fornecer a completa classificacao das algebras de Clifford reais e com-
plexas.

5.4.1 Algebras de Clifford reais

Proposicao 5.32. Para todos inteiros positivos m e n, e para K = C ou H, temos os
sequintes 1somorfismos:

My (R) = M, (R) @ M, (R), (5.21)
M, (R) ® K = M, (K). (5.22)
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [46] p. 27. O

Proposicao 5.33. Os seguintes R-isomorfismos de dlgebras existem para todos inteiros
n,p,q = 0:

Cln,o &® CZO’Q = Clo’n+2, (523)
Clop @ Clyg = Clyysa, (5.24)
Clyy ® Cliy 2 Clyyygi1- (5.25)

Demonstra¢ao. Vamos provar o isomorfismo (5.23), o segundo isomorfismo (5.24) segue de
forma andloga (consulte também [46], p. 25). Seja @, o(x) = —||z||?, onde ||-|| é a norma
euclidiana de R™""2, e seja {e1, ..., €42} uma base ortonormal de R"*? com respeito ao
produto interno usual. Seja {e}, ..., e}, } o conjunto gerador da algebra C1, e seja {e], e}

o conjunto gerador da dlgebra Cly 5. Podemos definir uma linear f : R"? — C1,, ¢®Cly o
através da sua acdo na base {ey, ..., e,,2} da seguinte forma:

fed e; @ ejey, paral <i<mn,
€;) = .
1®ei—p, paran+1<i<n+42.

Observe que para 1 < 4,5 < n, temos:
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f(e@-)f(ej) + fle)f(er) = (eie; — efel) @ (efey)” = —20;;(1® 1),

desde que € = —chel, ele§ = —chel e (€])? = ()2 = —L, para todos i # j e (¢))? = —1,
para todo 1 <7 <n. Além disso, paran + 1 <1i < n + 2, temos:

fle) feg) + f(eg) flei) = 1@ (g€ — €le;) = —20,;(1 @ 1),

flei) flen) + fex) fle) = 26 @ (efeqe, y, — €, yeles) =0,

para 1 < i,j5 <nen-+1<k<n+2(desde quee! , =ef oue! , =e)). Assim
temos que f(z)?> = —||z||*.(1 ® 1), para todos € R? e pela propriedade universal da
algebra Cl 12, existe uma linear f 1 Clypyo — Clyp o @ Cly g, e, desde que f mapeie um
conjunto de geradores, ela é sobrejetiva. Mais ainda, pelo teorema 5.15, obtemos:

dim Olo n+2 = 2n+2 2”22 = dim Oln,O' dim OlO’Q = dlm(Cln’Q X Clog),

e, por conseguinte, concluimos que f é, deveras, um isomorfismo.

Vamos provar agora o terceiro isomorfismo (5.25). Considere {ey, ..., €pt1, €1, ..oy €411}
uma base ortogonal de RPT14+1 tal que @, 4, q+1(ez) +1e ®pi1411(€;) = —1, para todos
i=1,.,p+lej=1.,¢+1 Seja{e),..,e,€,. ., €} o conjunto gerador de Cl,, e
seja {el, €/} o conjunto gerador de Cly;. Vamos definir uma aplicagao f : R4t —
Cl,, ® Cly 1 através da sua acdo na base {ey, ..., €p11, €1, ..., €441} da seguinte forma:

f(e) e, @elel, paral <i<p,
€i) = .
l®el, para i =p+ 1,

e
€; @ejef, paral <j<gq,
fleg) = o .
1 ® €, para 7 =q + 1.
Assim podemos ver que f(x)? = ®,11,441(2).(1 ® 1), para todos x € RPFLatl e
concluimos a prova da mesma forma que fizemos para o isomorfismo anterior. O

Essa demonstracao seguiu as linhas de [29], p. 34. Temos ainda um resultado mais
geral cuja demonstragao serd omitida:

Teorema 5.34. Os sequintes R-isomorfismos de dlgebras existem para todos inteiros
p,q > 0:

Clay®Clyy = Clyiag, (5.26)
Clyo ® Cly g = Clypyo. (5.27)
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [72], p. 111. O

Exemplo 5.35. Utilizando os isomorfismos H =2 Clyy Clag = My(R), Clyy = Mo(H)
(ver [47], p. 86), a proposi¢ao 5.32 e a proposigao 5.33, obtemos que:

Cl0’4 = H ® MQ(R) = MQ(H) = 014,0.
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Disso, concluimos que:
Clos = Ms(H) ® My(H) = M(R) @ H® H® M»(R) =

= M3(R) @ My(R) @ M2(R) = M6(R).

Resumimos na tabela a seguir alguns importantes isomorfismos, alguns dos quais temos

visto:

Clio®R&R Clox = C
Cloy = Ms(R) Clos = H
Clso = My (C) Clys =HoH

014,0 = MQ(H)

Clys = Ms(H)

Cl570 = MQ(H) D MQ(H)

Clys = My(C)

Clgp = My (H)

Clos = Ms(R)

Cly o = Ms(C)

Clos = Ms(R) & Ms(R)

Clso = Ms(R)

Clps = M6(R)

Proposicao 5.36. Para inteiros p,q > 0, temos o sequinte R-isomorfismo de dlgebras:
Clyisq = Clyy @ Mig(R). (5.28)

Demonstracao. Pela proposigao 5.33 temos que Cly s = Clyo @ Cly . Pelo teorema 5.34,
obtemos o seguinte isomorfismo:

Cloa®Cl,, = (Clys ® Clay) @ Cly g =

5.29
>~ Clys @ (Clyy ® Clyy) = Clos ® Clyyay = Clyga (5.29)

Com esse resultado, e agindo de maneira analoga para Cljg, obtemos o seguinte iso-
morfismo:

Clys ® Clyq = Cly gys. (5.30)
Logo, substituindo Clys = Mi6(R) em (5.30), concluimos que Cl,ys, = Cl,, ®
Mi6(R). O

Temos ainda o seguinte teorema, também chamado terema da S8-periodicidade de
Cartan-Bott'°.

Teorema 5.37. (Cartan-Bott) Seja um inteiro n > 0, entdo temos os seguintes R-
1somorfismos de dlgebras:

Cln_i_g,o = Cln,O ® Cl&o, (531)
Clomss = Clon ® Clys. (5.32)

10Raoul Bott (1923 - 2005) foi um matemético hiingaro-americano.
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Demonstracao. Pela proposicao 5.33, temos que:
Clpyso = Clopie @ Clyg = Clyg @ Clys @ Clyg @ Clyo ® Clag
= Cln,O &® Cl470 X 01072 X Cl270 = Cln?g &® Clg,o.

O processo ¢ andlogo para Clg 4. O

Através dos isomorfismos e dos teoremas que temos visto, podemos construir a seguinte
tabela:

p—q mod 8 Cly, (n=p+q)

=z
0
1
2
3
4
)
6
7

n

A notacao [§] representa a parte inteira de §. Um diagrama mnemonico da classi-

ficagdo das algebras de Clifford reais é apresentado na Figura A.2 (Apéndice A). Esse
diagrama é conhecido como reldgio de Clifford (ou reldgio spinoral).

5.4.2 Algebras de Clifford complexas

Até agora temos classificado apenas as algebras de Clifford reais. Vamos a partir de
agora considerar as dlgebras de Clifford complezas, i.e., as dlgebras de Clifford associadas
a C-espacos quadraticos n-dimensionais munidos com uma forma quadratica dada por:

OC(2) =22+ ...+ 22 (5.33)

Podemos escrever a forma quadratica dessa forma devido a existéncia de uma base
ortonormal para esses espacos. Notamos também que para todo inteiron =p+¢q > 0, a
complexificacao da algebra C1,, é isomorfa a 4lgebra CI(C @ R™, %), ou seja, temos o
seguinte isomorfismo de algebras:

Cl(C @ R", ®F) = C @5 Cl,. (5.34)

Uma prova disso pode ser encontrada em [36], p. 191. A partir de agora vamos denotar
Cl(C ®g R*, ®C) = Cl(n,C).

Teorema 5.38. Para n > 0, temos o sequinte C-isomorfismo de dlgebras:

Cl(n+2,C) = Cl(n,C) @¢ C1(2,C). (5.35)
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Demonstragao. Como Cl(n,C) = C ®@g Cl, o = C ®@g Cly,,, pela proposi¢ao 5.33 temos

que:
Cln+2,C) 2 C &g Clypi2 = C g (Clyo @r Cly2) =

= (C®r Cl,p) ®c (C®r Cly2) = Cl(n,C) ®c CI(2,C).
O

Ainda, vimos anteriormente que Cly, = H e C ®@g H = M, (C), portanto concluimos

que C1(2,C) = M,(C).
Corolario 5.39. Para k > 0, temos o0s sequintes isomorfismos:
Cl(2k,C) Z M (C) e Cl(2k+1,C) = Moy (C) & My (C). (5.36)

Demonstragcao. Vamos provar o segundo isomorfismo por indugao em k. Para k = 1 temos
que:

CI(3,C) 2 CI(1+2,C) = CI(1,C) ®c ClL(2,C) 2 C ®g Cly; ® My(C) =

= (CaC) ®c M3(C) = C ®¢c M3(C) & C@c My(C) = My(C) @ M,(C).

Suponha agora que isso vale para k, entao para k + 1:
Cl2k+1,C)=Cl(2k+3,C) = Cl((2k+ 1) +2,C) = Cl(2k + 1,C) ®c M3(C) =

= (M3(C) ® M,(C)) @c M5(C) = Maiii (C) ® Maini (C).

O primeiro isomorfismo é demonstrado de maneira analoga. m

Podemos resumir o corolario anterior na seguinte tabela:

n par Cl(n,C) = M,z (C)
n impar Cln,C) =
MQanl C)a® /\/lZanl (C)

5.5 Representacoes de algebras de Clifford

Nesta secao, estudaremos muito brevemente representacoes de algebras, com destaque
para representagoes de algebras de Clifford.

5.5.1 Representacoes de algebras

Definicao 5.40. Seja A uma K-algebra. Uma representacio de A em um K-espaco
vetorial V' é um K-homomorfismo de algebras p : A — End(V).

O grau de uma representagao é a dimensao de V', i.e., gr(p) = dimg V.
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Exemplo 5.41. Se V = {0} entdo p : A — End({0}) é uma representacao com p(z) = 0
(operador identicamente nulo), Vo € A.

Exemplo 5.42. SejaV = A e p: A— End(A) tal que p(z)y = zy, Vz,y € A, p é uma
representacao chamada representacao reqular.

Defini¢ao 5.43. Seja p : A — End(V) uma representacao. Um subespaco W C V é
dito estdvel sobre p se p(x)y € W, Vy € W e Vx € V. A representagao p é dita irredutivel
se os unicos subespagos estaveis de V sobre p sdo {0} e V.

Definigao 5.44. Seja A uma K-dlgebra e sejam p; : V| — A e py : Vo — A duas
representacoes. Entao p; e py sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo f : 'V}, — V5
tal que f o pi(x) = pa(x) o f, para todos = € A, e escrevemos p; ~ ps.

Definigao 5.45. Sejam p; : Vi — A e py : V5 — A duas representacoes de A. Entao
a representacao de A em V; @ V5, é denotada por p; @ ps e definida por:

(p1 @ p2)(x) := p1(x) © p2(2),

para todos = € A. Analogamente, a representacao de A em V; ® V5 é denotada por p; ® po
e definida por:

(1 ® p2)(z) := p1(x) @ pa(),
para todos x € A.

5.5.2 Representacoes de algebras de Clifford

Definicao 5.46. Seja Cl(V, ®) a dlgebra de Clifford de (V, ®). Seja (W, (-,-)) um espago
com produto interno. Uma representacao p : Cl1(V,®) — End(W) é dita ortogonal se:

(p(@)v, plx)u) = g, z).(v,u),

onde g é a forma bilinear associada a ®, ¢ = +1, v,u € W ez € Cl(V,®). Se e =1,
dizemos que p é ortogonal positiva e se e = —1, dizemos que p é ortogonal negativa.

Proposicao 5.47. Se p € ortogonal positiva, os operadores p(x) sdo autoadjuntos, i.e.,
se p*(z) € a transposta de p(z), entdo p(x) = p*, para todos x € CL(V, D).

Demonstracao. Pela propriedade da adjunta, temos:
(u, (p"(x) © p(x))v) = (p(x)v, p(2)u) = g(2, ){u, v),
implicando que p*(x) o p(x) = g(x,x)Idy. Ainda, se v € W e xz € Cl(V, ®), temos que:

(pl) o p(a))v = (p(@))(v) = pla®)o = gla, 2)Idy.

Logo p(x) = p*, para todos x € CI(V, ®). O
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*

Da mesma forma, se p é ortogonal negativa, concluimos que p(zr) = —p*.

Observagao 5.48. Se (V,®) é um espago quadratico com forma bilinear associada
positiva-definida, entdo toda representacao de C1(V,®) em um espago euclidiano é equi-
valente a uma representacao ortogonal positiva.

Doravante, iremos denotar o grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de Cl(V, ®)
por Cl(V,®)*, ou seja:

C(V,®) ={x € ClI(V,®) | Tz~ " € CI(V,®) com zo ' =2 'z =1} (5.37)

Definicao 5.49. Scja CI(V, ®) a dlgebra de Clifford do K-espago quadratico (V,®). A
aplicacao definida por:

Pad 2 CU(V,®) — Aut(CI(V,®)) C End(CI(V,®)); x+> azxa™', (5.38)

com a € CI*(V,®) e x € CI(V,®), é chamada representacao adjunta de C1*(V, ).

Proposicao 5.50. Para todos v,w € V. C Cl(V,®), ®(v) # 0, a aplicagao p(v) pode ser
considerada uma reflexao de w em torno de v, i.e.,

- w288,
onde g é a forma bilinear associada a .
Demonstracao.
s = vt = 20 _ 20w~ gl v)
viw +2g(v,w)v =P (v)w + 2g(v, w)v g(v,w)
G (5 R TC)

O

Definicao 5.51. Seja CI(V, ®) a dlgebra de Clifford do K-espago quadratico (V,®). A
aplicacao definida por:

Pade : CU(V,®) — End(CU(V,®)); 2+ ala)za™’, (5.39)

coma € CI*(V,®)ex € Cl(V,®), é chamada representacao adjunta torcida de C1*(V, @),
onde « ¢ o automorfismo canoénico (observagao 5.10).

Observagao 5.52. Sendo puq = a(a)za™, temos que:

puit(a(a))z = a(a(a))za(a) ™ = a(a(@)a™ (@)a™") = a o pu 0 a”(2),

ou seja, paat(a(a)) = ao pag(a) o™t
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5.6 Os grupos I', Pin e Spin

Nesta secao, estudaremos, também muito brevemente, os grupos Pin e Spin, muito utili-
zados no contexto da Fisica-Matematica. Seja Cl(V, ®) a algebra de Clifford do K-espago
quadratico (V, ®).

Defini¢ao 5.53. O grupo de Clifford-Lipschitz associado ao espaco (V, ®), denotado por
['(V,®), é o subgrupo de CI(V,®)* definido por:

L(V,®) := {a € CI(V,®)* | a(a)va™" € V, para todo v € V}, (5.40)
onde a é o automorfismo canonico.
A partir desse grupo definimos o grupo de Clifford-Lipschitz especial:
L(V,®)" :=T(V,®)NCI°(V, ®) (5.41)

Ainda, o grupo de Clifford-Lipschitz consiste de todos os elementos de C1*(V, ®) para
os quais o espaco V' é estavel sobre p,g4.

Proposicao 5.54. As funcgoes a e t induzem um automorfismo e um anti-automorfismo,
respectivamente, para o grupo T'(V, ®).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [11], p. 58. O

Proposicao 5.55. O grupo de Clifford-Lipschitz € estdvel sobre o automorfismo canonico
a, e sobre o anti-automorfismo canonico t.

Demonstragao. Pela observagao 5.52, temos que paq:(a(a)) = a o paai(a) o a~t. Logo, se
acl'(V,®) eveV, temos:

Paar((a))v = a 0 paar(a) o @™ (v) = = 0 pagr(a)v = paar(a)v € V.

Logo a(a) € T'(V,®). Considere agora a € I'(V, ®), entao facilmente concluimos que
a~! € T(V,®). Portanto, se v € V, temos que a(a')va € V. Aplicanco ¢, e pelo fato de
que t comuta com «, obtemos:

tla)vt(ala™) €V = at(a))vt(a(a))™ € V.

Portanto t(a) € I'(V, ®). O

Defini¢ao 5.56. O subgrupo P(V,®) C C(V,®)* é o grupo multiplicativo definido por:

P(V,®) = {v e V| d(v) £ 0}. (5.42)

Defini¢ao 5.57. O subgrupo Pin(V,®) C C(V,®)* é o grupo multiplicativo definido
por:

Pin(V,®) :={v eV | d(v) = £1}, (5.43)

e o grupo Spin ¢é o grupo definido por:
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Spin(V, ®) := Pin(V, ®) N CI°(V, ®). (5.44)

Vamos agora considerar o espago quadratico (V, ®) = (RP9,®, ), p+q = n. Para esse
espago, o grupo de Clifford-Lipschitz é escrito como:

I'(p,q) :=={a € CLY, | a(a)va™" € R", para todo v € R"}. (5.45)
Utiliza-se também a notacao I'(p,q) =T’} .
Definigao 5.58. O subgrupo Pin(p,q) € C), é o grupo multiplicativo definido por:
Pin(p,q) :={z € I',, | N(z) = £1}. (5.46)
e o grupo Spin(p, ¢) é o grupo definido por:

Spin(p, q) .= {z € '}, | N(z) = 1} = Pin(p,q) N C1) . (5.47)

Esses grupos sao também denotados por Pin(p, ¢) = Pin, 4, e Spin(p, ¢) = Spin,, ,. Para
¢ = 0 costuma-se denotar Pin,, o = Pin,, e Spin(n,0) = Spin,,.

Através das defini¢oes (5.46) e (5.47) podemos escrever também:

Pin(n) = {z € CI | a(x)vr™' € R", com N(x) =1, para todov € R"},
Spin(n) = {z € CI° | svx~ € R", com N(x) = 1, para todov € R"}.

Exemplo 5.59. Como vimos no exemplo 5.19, Cly; = C. Como a aplicacao de Clifford
¢ é injetiva, podemos identificar R com Ri, e dai ¢(yi) = —yi. Assim:

Iloi={r+yieC|(r—yi)v—— € Ri,v e Ri,x,y € R} =
o1={z+y | (v — yi) R y € R}

={z+yieC*|lz=00uy=0,2,y e R}.

Portanto, concluimos que:

Pin(0,1) = {o +yi € (0, 1) [2* +y* = 1} = {1, ~ 1,4, —i} = Zy,
Spin(0,1) = {z +yi € Pin(0,1) | a(x + yi) = x + yi} = {1, -1} = Z,.

Exemplo 5.60. Como anteriormene, depois de alguns calculos nao muitos dificeis, po-

demos concluir que:
Pin(l, 0) = Zg X Zg,

Pin(0,2) = {z +yi + zj + wk € H* | 2% + ¢* + 2* + w?® = 1},
Spin(0,2) = {z +wk € H* | 2* + w? = 1},
Spin(1,1) = {z + yern | 2> — y* = £1, 2,y € R}.
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Exemplo 5.61. Considere os grupos Spin(n). Para dimensbes pequenas, a saber 1 >
n < 6, encontramos os seguintes isomorfismos de grupos:

Spin(1) = O(1), Spin(2) = S0O(2) = U(1), Spin(3) = SU(2),

Spin(4) = SU(2) x SU(2) = Spin(3) x Spin(3),
Spin(5) = Sp(2,H), Spin(6) = SU(4).

Para maiores detalhes sobre os grupos Pin e Spin em pequenas dimensoes, consulte
[47] e [55].



Capitulo 6

Relacao entre as Algebras de Clifford
e as de Cayley-Dickson

Nos capitulos precedentes observamos que os nimeros complexos podem ser generaliza-
dos por dois caminhos distintos: pelas algebras de Cayley-Dickson ou pelas dlgebras de
Clifford. O objetivo deste capitulo é mostrar que tanto as algebras de Clifford reais ge-
neralizadas quanto as algebras de Cayley-Dickson generalizadas emergem naturalmente
duma mesma estrutura algébrica, i.e., estao contidas numa mesma classe de dlgebras. A
construcao exposta neste capitulo foi apresentada por Gregory Wene! em um artigo de

1984 [74].

6.1 A algebra quaternidonica generalizada

Definigao 6.1. Seja .4 uma R-dlgebra 4-dimensional com identidade, 1, de base {1, 1, j, k}
com uma tabela de multiplicacao definida por:

P=y.1, P=y1 e ij=k=—ji, (6.1)

onde 7 = +1 e 7 = £1. Essa algebra é chamada dlgebra quaternionica generalizada, e a
denotaremos por Ly = U(v1, 72).

Em geral, toda algebra 4-dimensional obtida pelo processo generalizado de Cayley-
Dickson é uma algebra quaternionica generalizada.

Exemplo 6.2. Considerando 73 = 7, = —1, temos que {(—1,—1) = H, i.e., a dlgebra
iy é igual a algebra dos quaternions. Para v; = 72 = 1, temos que $(1,1) = Clyy, i.e., a
algebra iy é igual a dlgebra de Clifford do espaco R2.

Proposicao 6.3. Seja x : Uy — s uma aplicagao linear tal que:

=1, i*=—i, j*=—j, e k*=k. (6.2)

Entdao x € um R-automorfismo de dlgebras tal que x o x = Id.

1Gregory Peter Wene é um matemético americano. Atualmente é professor na University of Texas at
San Antonio.
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Demonstracao. Podemos escrever todos os elementos x € s como x = xgl + x11 + x9J +
x3k. Sendo * linear, temos que:

= l'o.l — X1t — Z'Qj + l’gk.
Claramente « ¢ bijetiva. Considere agora © = xgl4x1i4+x2j+x3k e y = yol+y1i+ya2j+ysk
em y. Pelas identidades (6.1) e (6.2), obtemos:

(zy)* = (Toyo + M1T1Y1 + Y2T2ys — N1Y223Y3) 1 — (Toy1 + T1Yo + V2Z3y2 — YaTays)i—

— (zoy2 + Tayo — MT3y1 + N171Yy3)] + (T3yo + Toys — Tay1 + 1Y)k,
(6.3)

Ty = (ToYo + Ty + V2Zays — N1Y2T3Ys) L + (—Zoyr — T1Yo — YoT3Y2 + VaTays)i+

+ (—xoy2 — Toyo + M1T3y1 — N121Y3)7 + (T3yo + Toys — Tayr + 21Y2)k,
(6.4)

ou seja, por (6.3) e (6.4), conluimos que (zy)* = z*y*, Va,y € Uy. Portanto x é um
R-automorfismo de dlgebras. Ainda, temos que:

¥ =wo.l — 210 —x9j + 23k = 2 =x0.1 + 210+ 29) + 23k = 1, (6.5)

Vz, € Uy, ou seja, xox = Id. O]

Proposigao 6.4. Seja % : Uy — Uy uma aplicagao linear tal que:
=1, *=—i, 77=—j, e k*=—k. (6.6)
Entao x € uma involucao em iUs.

Demonstracao. A prova é andloga a prova da proposicao anterior, bastando trocar os
sinais de forma adequada nas equagoes (6.3) e (6.4) para obtermos que (zy)* = y*z*, para
todos x,y € Us. Para mostrar que x o x = Id, basta trocar o sinal do termo x3k em (6.5).
Assim * é uma involucao em is. O

Observacgao 6.5. As aplicacoes * e x comutam, i.e., x** = x**, para todos x € .
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6.2 As algebras U, 1(7,)

Vamos agora generalizar a definigao 6.1 para maiores dimensoes. Considere o conjunto
U1, 72,73) = Uo(13) = {(q1,02) + @ € Up,i = 1,2, ey3 = £1}, munido com uma
operacao de adicao e uma operacao de multiplicacao definidas por:

(q1,92) + (¢3,91) = (1 + @3, 02 + qu), (6.7)

(q1,42)(g3,94) = (1q3 + 13[Aq G2 + (1 — N)gaqy],

6.8
M@as + qaqr) + (1 = N (a4 + 263)), (68)

para todos ¢; € iy e para algum A € R. Entao 4y (73), junto com essas operagoes, define
uma R-dlgebra unitéria 8-dimensional, com elemento identidade igual a (1,0).

Exemplo 6.6. Para A =0 e 3 = 1, temos que Us(y3) = O.

Proposigao 6.7. Considere as aplicagoes lineares % : ha(73) — Us(y3) € * : Us(y3) —
s (v3) definidas, respectivamente, por:

(Q17 q?)>T< = (q; _q2)a (69)
(a1, 92); = (41, =) (6.10)
Entao * € um automorfismo, * comuta com * e *x o = Id.

Demonstracao. Como as aplicagoes * e * sao bijetivas, * e * também sao bijetivas. Utili-
zando a regra (6.8), obtemos:

[(q1,q2) (g3, Q4)]; = (143 +13[Aqiq2 + (1 — N)g2q}])", (6.11)
—(Ma2qs + @aqr) + (1 = A)(@1a + 243))"),

(01,32) (g3, 00)" = (¢} g5 + A\ @ + (1 — Nasar™], (6.12)
M=06" — qiq)) — (1 = N (giq; + 6a357)),

Como * é um automorfismo (proposicao 6.3), por (6.11) e (6.12), segue que * também
é um automorfismo. Além disso, * e * comutam:

(g1, @) = (¢, )" = (" &),
(g1, )" = (¢, — &) = (6", &)

Agora, lembrando que x o x = Id (proposigao 6.4), temos que * o % = [d:

(Q17Q2);; = (QT> _CJ2); = (C]T*ﬂh) = (Q1>Q2)-

Proposicao 6.8. A aplica¢ao * é uma involugao em $hy(~y3) se, e somente se, A = 1.
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Demonstragdo. Pela regra (6.8), a primeira componente do elemento [(q1, ¢2)(gs, qa)]* é
Gar + M5 as + (1= Nai"a),

e a primeira componente do elemento (g3, q1)*(q1, ¢2)* é

aa1 + 713G+ (1 — N)aqags).

Se % é uma involugao, entdao devemos ter (1 — N)gi* s = (1 — A)quqs, para todos

G2, qs € Us(73). Considerando A # 1, temos que ¢} g5 = q4q3. Agora, tomando ¢go = 1 e
qs = k, obtemos:

% =gy =k = (k)" =—-k=k,

que nao pode ser. Assim * é uma involucao se, e somente se, A = 1. O

Podemos continuar esse processo definindo o conjunto:

u(le?’Y?u 7771) = {(CIhQZ) 41,92 € u(717727 "'777171)7 n Z 37 € Ve = :tla vk Z 1}7
(6.13)

e definindo uma operacao de multiplicacao para esse conjunto da seguinte maneira:

(q1,92)(q3,91) = (1gs + Vn[)\q;k% +(1— )\)QQQZH’

5 : (6.14)
M@d; + aq) + (1= N (q1gs + 43)).

Por simplicidade, vamos utilizar a seguinte notagao: L, 1(v,) = U(y1,%2, s Vn), 1 >
3. Veja que para n = 3, voltamos para a equacao (6.8), i.e., k = % e * = *.

Defini¢ao 6.9. O conjunto 4L, ;(7,), junto com as operagoes de adigdo (6.7) e multi-
plicacdo (6.14), define uma R-algebra 2"-dimensional, que serd chamada de dlgebra qua-
ternionica generalizada e ampliada.

Observacao 6.10. Encrevendo a identidade 15 = (1,0) em 5(73), pela regra (6.14)
podemos verificar que 13 = (12,0) é a identidade em $l3(74), e assim por diante. Dessa
forma, a dlgebra L, _1(7,) é unitaria, com identidade 1,,_; = (1,,_2,0), convencionando-se
10 — 1

No resto deste capitulo, dlgebras de Clifford serao utilizadas como sinonimos de &lgebras
de Clifford reais e finitas. Podemos agora provar o seguinte teorema:

Teorema 6.11. Se A = 1 em (6.14), entdo t,_1(Vn) = CDa(7V,), € se A = 0, entdo
Un1(7n) = Clas(tn)-

Demonstracao. Considere A = 1. A proposicao 6.8 nos garante que a aplicacao * é uma
involugao, e substituindo A = 1 na regra (6.14), obtemos a regra de multiplicagao (3.22)
do processo de duplicacao generalizado de Cayley-Dickson, com * atuando exatamente
como a conjugacao (3.15). Portanto 4, 1(v,) = CDan(7y).

A proposicao 6.6 garante que a aplicacao * é um automorfismo. Substituindo A = 0
na regra (6.14), obtemos a regra de multiplicagao (5.20) do processo de duplicagao para
algebras de Clifford reais, com * atuando exatamente como a involucao graduada de C1,, 4,
que também é um automorfismo. Portanto ,_1(v,) = Cly 5(7n)- O
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Pictoriamente, podemos sumarizar o teorema anterior como segue:

un 1 (77’1,

/N

CD?” (f)/n) Cla,ﬁ ’Yn

Figura 6.1. As élgebras i1, 1(7,) sdo iguais as élgebras de Cayley-Dickson
generalizadas para A = 1 e sao iguais as algebras de Clifford reais generalizadas para
A=0,ondea=p+lef=qsey,=lea=pel=q+1,sey,=—1,coma+p=n.

Exemplo 6.12. Se A = 1 e 7, = —1 para todo n > 3, teremos i, 1(7,) = CDan, ou
seja, as generalizagoes das dlgebras quaternionicas quaneralizadas serao iguais as algebras
de Cayley-Dickson padrao.

Teorema 6.13. Considere U, 1(7,) a dlgebra construida anteriormente, e seja n > 3.
Entao ,_1(v,) € poténcia-associativa se, e somente se, ela é uma dlgebra de Cayley-
Dickson ou uma dlgebra de Clifford.

Demonstracao. Pela proposicao 1.84, uma algebra é poténcia-associativa se, e somente se,
todos os seus elementos z satisfazem: z%x = z2? e x?2% = (2%x)r. Queremos mostrar que
se uma dessas condicoes é satisfeita, entao A = 0 ou A = 1. Com efeito, podemos mostar
isso para a dlgebra ds(7y3), pois A é fixo no processo de duplicagdo que produz as algebras
3, 1(ys). Entao, considerando o elemento (k,1) € Ls(3), e calculando as primeiras
componentes dos produtos (k,1)?(k,1) e (k,1)(k,1)?, obtemos, respectivamente:

(K* 4+ v3)k + 293(1 — Nk, (6.15)

(k2 + v3)k 4+ 275(1 — A)(1 — 2)\)E. (6.16)

Igualando as expressoes (6.15) e (6.16), obtemos: (1 —A)k = (1 —\)(1 —2A)k. Temos
agora duas possibilidades: ou (1 —A) # 0 ou (1 —A) =0. Se (1 — ) # 0, concluimos que
A=0ese (1 —-X) =0 concluimos que A = 1. O

Coroldrio 6.14. A dlgebra L, _1(7,) € de Clifford se, e somente se, € associativa.

Demonstragao. Se i, _1(7,) é de Clifford, é claro que é associativa. Agora, se L, 1(7,) é
associativa, entdo é também poténcia-associativa, mas pelo teorema anterior, £, 1(7,) é
ou uma algebra de Cayley-Dickson ou uma édlgebra de Clifford. Como dim(4l,—1(7,)) = 2"
para n > 3, concluimos que dim(h,_1(7,)) > 8, e, portanto, ela nao pode ser de Cayley-
Dickson, sendo assim de Clifford. O



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Neste trabalho vimos que podemos construir uma familia de R-algebras hipercomplexas
através do processo de duplicacao de Cayley-Dickson generalizado, as quais denotamos
CDyn (7). Para v = —1, temos as algebras de C-D padrao, C'Daen(—1), cujas quatro
primeiras algebras sao R,C,H e O, que também sao as tinicas R-dlgebras normadas de
divisao, como garantido pelo teorema de Hurwitz. Vimos também que O é nao-associativa,
porém ¢é alternativa, e que todas as outras dlgebras de C-D a partir dos sedenions (para
o qual construimos um diagrama de multiplicacdo aos moldes do Plano de Fano) sdo
nao-alternativas, porém sao poténcia-associativas e flexivas.

Apresentamos as algebras de Clifford universais associadas a K-espagos quadraticos
(V, @), char(K) # 2, provamos o teorema de existéncia e unicidade e vimos que as dlgebras
de Clifford podem ser vistas como uma generalizacao das algebras exteriores, sendo estas
casos particulares associados a espagos quadraticos com forma quadratica identicamente
nula, i.e, AV = Cl(V,0). Estudamos as élgebras de Clifford C1,,, e introduzimos um
método de duplicagao para essas algebras semelhante ao de Cayley-Dickson, produzindo
assim as algebras de Clifford reais generalizadas, Cl, 3(7y). Provamos o teorema de 8-
periodicidade de Cartan-Bott para as algebras Cl, ,, vendo assim a notavel periodicidade
dessas algebras, amalgamando os distintos isomorfismos periédicos dessas algebras com
as algebras de matrizes sobre R, C e H em uma tabela. Notamos também que a &lgebra
de Clifford complexa Cl(n, C) ¢ isomorfa & dlgebra M,z (C) se n ¢ par, e a M »1 (C) &
M _n1(C) se n é impar.

272

Finalmente mostramos que tanto as dlgebras de Clifford reais generalizadas, Cl, g(7),
quanto as algebras de Cayley-Dickson generalizadas, C'Dan(7), sdo, deveras, casos parti-
culares de uma classe de R-dlgebras bem mais geral: a classe das dlgebras quaternionicas
generalizadas e ampliadas, $,_1(7n)-

Devido ao carater limitado dessa dissertagao, deixamos como leitura adicional alguns
textos interessantes que estendem os conceitos desenvolvidos aqui e exibem suas utilidades
nos campos da Fisica e da Fisica-Matemética: [78], [79], [80], [81], [82], [83], [84], [85],
[86] e [87].
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Apeéendice A

Tabelas de multiplicacao, o diagrama

de multiplicacao dos sedenions e o
relégio de Clifford

As tabelas de multiplicacao dos octonions, dos sedenions e dos 32-nions aqui apresentadas
foram obtidas dos artigos [15] e [57]. A tabela de multiplica¢ao dos 64-nions foi obtida em
http://jjj.de/tmp-zero-divisors/mult-table-64-ions.txt (link obtido a partir de
[57]). Essas tabelas podem também ser obtidas a partir do software [77], com algumas
alteragoes de sinais. Para simplificar a notacao, nas tabelas que seguem denotamos as
unidades imagindrias e; simplesmente por j (= e;).

Tabela A.1: Tabela de multiplicacao dos quaternions, onde 1 = eg,7 = e1,j = eg, k = es.

o[t ]2 [ 3 |
00 ] 1 | 2 | 3
1 1 0| 3 | -2
2 | 2 | =3 | =0 | 1
35 13 2 | -1 ] -0

Tabela A.2: Tabela de multiplicacdao dos tessarines, onde 1 = ey, 7 = e1,j = eg, k = es.

- J o]t 2] 3 |

0 0 1 2 3
1 1 -0 3 -2
2 2 3 0 1
3 3 -2 1 —0
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Tabela A.3: Tabela de multiplicacao dos split-quaternions, onde 1 = eg,i = e1,] = eq, f =
€3.

- fJofl 1t [2]3 |
0 0] 1 |2
11 -0 | 3] =2
2 | 2| =3 | 0| -1
31 3 2 | 1] 0

Tabela A.4: Tabela de multiplicacdo dos semiquaternions, onde colocamos 1 = ej,7 =

ey, € = e3, h = ey.

-2 [3] 4
1| 1] 2 | 3] 4
2 || 2 | -1 | 4 | -3
35 3 | 4]0 0
14 3 [0 0

Tabela A.5: Tabela de multiplicacao dos quaternions hiperbdlicos, onde 1 = ey, i = e1,j =
es, k = e3.

- Jol 1t ]2 ] 3 |
0 o] I | 2 | 3
T 1] 0 | 3 | =2
> 2 =3 0 | 1
35 3 2 | -1 0

Tabela A.6: Tabela de multiplicacao dos biquaternions.

-l o | i [ 1 | 2 | 3 | a1t | 2 | 43 |
0 0 i 1 2 3 il i2 i3
i i -0 il i2 i3 —1 ) -3
1 1 il —0 3 -2 —i i3 —i2
2 2 i2 -3 —0 1 —i3 —i il
3 3 i3 2 —1 —0 i2 —il —i
il il -1 —i i3 —i2 0 -3 2
i2 i2 -2 —i3 —i il 3 0 —1
i3 i3 -3 i2 —il —i -2 1 0
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Tabela A.7: Tabela de multiplicacao dos octonions.

o Jof v [ 2 38 [ 4] 5 6 [ 7]
0 Jo ] 1t [ 2 ] 3 | 4] 5 | 6 |7
1 1T =0 3 | =2 5 | =4 =7 | 6
> 2 =3 | =0 | 1 | 6 | 7 | -4 -5
35 3 2 | -1 0| 7 | 6] 5 | -4
1 4] 5| 6] 7 0| 1 | 2 | 3
5 | 5| 4 | 7| 6 | -1 | =0 | -3 | 2
6 | 6| 7 | 4 | 5| =2 3 | -0 -1
7 1 7 6] 5 | 4 | 8] 2] 1 | -0

Tabela A.8: Tabela de multiplicacao dos split-octonions.

- Jol vt 123 [ 4[5 [6 [ 7]
0 J o] 1 | 2 | 3 | 4] 5 | 6 | 7
1 [ 1] 0| 3 | 2| =5 | 4 | =7 ] 6
> 2| 3| =0 | 1 | 6| 7 | 4 | -5
5 3| 2 | 1] 0| 7| 6| 5 | 4
14 5 | 6 | 7 | 0 | 1 | 2 | 3
5 | 5 | =4 | -7 | =6 | -1 3 | 2
6 | 6 | 7 | 4] 5 | 2| 3] 0 | 1
7 7 6 5 | 4 3| 2 | -1 0

Tabela A.9: Tabela de multiplicagao dos sedenions.
| 5 [ 6 [ 7 [8] 9 1011 ][12]13]14]15]

. 0 4

01 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1] -0 3 -2 5 —4 | =7 6 9 | -8 |—11| 10 | —13| 12 15 | —14
21 2| -3 -0 1 6 7 -4 | =5 |10 11 | =8| =9 | —-14 | —-15| 12 13
31 3 2 -1 | -0 7 —6 5 —4 |11 |-10| 9 -8 | 15 14 | =13 | 12
4 4] 5| —-6|-7| -0 1 2 3 12 | 13 14 5 | -8 | -9 |-10|-11
51| 5 4 -7 6 -1 | -0 | =3 2 13|-12| 15 | =14 | 9 -8 | 11 | —-10
6 || 6 7 4 -5 | =2 3 -0 | -1 1|14 |-15|—-12| 13 10 | —11| -8 9

7T 7| —6 5 4 -3 | -2 1 -0 |15 | 14 |-13|-12| 11 10 | =9 | =8
81| 8| -9 |—-10|—-11|—-12|—-13|—-14|-15| -0 1 2 3 4 5 6 7

91 9 8§ |[—11| 10 | —-13| 12 5 |-14|-1| =0 | =3 2 -5 4 7 —6
10 || 10 | 11 8 -9 | —-14| -15] 12 13 | -2 3 -0 | -1]| -6 | -7 4 5

1111} -101| 9 8 |—-15| 14 | -13| 12 | -3 | -2 1 -0 | =7 6 -5 4

12 || 12 | 13 14 15 8 -9 | -10|-11|—-4| 5 6 7 -0 | -11] -2 -3
1313 —-12| 15 | —-14| 9 8 11 [ =10 | -5 | —4 7 —6 1 -0 3 -2
14 (14| -15| —-12 | 13 10 | —-11| 8 9 |—-6| =7 | —4 5 2 -3 | -0 1

1515 14 | =13 | —-12 | 11 10 | =9 8 |—-7| 6 -5 | —4 3 2 -1 | -0
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Tabela A.10: Tabela de multiplica¢do dos 32-nions (dividida em duas partes, para melhor
legibilidade).

(- QJo] 1 23 [ 4[5 6] 7[8[9 [10]11]12]13][]14]15]
Offo] 1 [ 273714 6 [ 7 [ 89 1011 ]12[13]14]15
1103 =25 -4]-7]6 |9 [-=8]-11]10[-13]12][15 |-14
223|016 | 7 [-4]-5[10]11]-8[]-9|-14[-15] 12 | 13
33 2 [ -1 -0 7 [-6]5 [ —4][11[-10] 9 [-8[-15] 14 [-13] 12
4fla] 5] -6[-7]-0[ 1 [ 2 ][ 3 [12]13][14]15][-8[-9]-10]-11
55 4 [ -7 6 [ -1]-0]-3] 2 [13[-12[15 [-14] 9 [ -8 [ 11 |[-10
66 7] 4 [-5]-2]3[-0]-1[14]-15[-12]13[10 [-11]-8] 9
7] -6] 5 ] 4321 ]-0]15] 14 |-13[-12] 11 [ 10 [ -9 | -8
s8] -9|-10[-11|-12]-B[-14|-15[ -0 1 [ 2 [ 3 | 4[5 ][6 |7
oo 8 |-11[ 10 |[-13] 1215 |-14]-1]-0]-3]2 |-5]4] 7 ]-6
wltofm | 8 [ -9[-14|-15[12]13]-=2[3]-0[-1]-6[-7T[41]°5
1iffirf-1w0] 9 | 8 [-15] 14 [-13] 12| -3[-=2]1]-0[-7]6[-5]4
1[4 158 | -9[-10]-11] 4[5 6 [ 7 |-0]-1]-2]-3
1313 —12] 15 |[-14] 9 | 8 [ 11 [-10] 5[ -4 7 [ -6 1 |-0] 3 [-2
Ml1a[-15]-12] 3 [10 [-11[ 8 | 9 [-6[-7]-4[5 |2 [-3[-0]1
15][15] 14 [-13|-12[ 11 [ 10 | -9 8 | -7[ 6 | 5| 4[] 3 | 2 [-1]-0
16 [[16 [ —17 ] —18 [ —19[—20 | —21 [ —22 | —23 | —24 [ —25| —26 | —27 | —28 | —29 [ =30 | —31
17[[17] 16 | -19] 18 [—21] 20 [ 23 | -22[—25[ 24 | 27 [—26| 29 | —28[—31] 30
18[[18] 19 [ 16 [ —17[—22]—-23[ 20 | 21 | —26[—27] 24 [ 25 [ 30 | 31 [—28]-29
1919 18] 17 [ 16 [—23] 22 [—21| 20 | —27[ 26 |-25] 24 | 31 [ —30[ 29 | —28
20[[20] 21 [ 22 [ 23 ] 16 | —17[ 18| -19[—28|-29 |30 31| 24 [ 25 | 26 | 27
21 [[21[—20] 23 [—22 17 | 16 [ 19 | -18[—29| 28 [ —31[ 30 |—-25| 24 | —27 26
22[22] 23] —20] 21 | 18 [—19] 16 | 17 | —30| 31 | 28 | —29 [ —26| 27 [ 24 [ —25
23[[23] 22 | —21[—20] 19 | 18 [—-17| 16 [ —31[—-30] 29 [ 28 | —27[—26] 25 | 24
24 ([24] 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 16 | —17 | —18 | —19 | —20 | —21 | —22 | —23
25[[25]—24] 27 [—26] 29 | —28[—31| 30 [ 17 | 16 | 19 [—18| 21 [—20| —23 | 22
26 (/26 —27|—24] 25 | 30 | 31 [—28| 29[ 18 |—-19] 16 | 17 | 22 [ 23 | —20 | —21
27[[27] 26 | 25 —24] 31 [ 30 29 |—28[ 19 | 18 [ —17[ 16 | 23 [—22| 21 |20
28 [[28]—29|-30|—31|-24] 25 [ 26 | 27 [ 20 [-21[-22[—23]| 16 | 17 | 18 | 19
29[[29] 28 |31 30 |-25[—24[—27| 26 [ 21 | 20 [—23[ 22 |-17[ 16 | —19 | 18
30[[30] 31 | 28 [—29|-26] 27 [—24|-25[ 22 | 23 | 20 |[—21[—-18] 19 | 16 | —17
3131 -30] 29 [ 28 | —27[—26] 25 | —24[ 23 | —22[ 21 | 20 [—-19[—18] 17 [ 16
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J 16 [ 17 [ 18 [ 19 [ 20 [ 21 [ 22 [ 23 [ 24 [ 25 | 26 | 27 [ 28 | 29 [ 30 | 31 |

0 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
1 17 | =16 | =19 | 18 | =21 | 20 23 | —22| =25 | 24 27 | =26 29 | —28| —-31 ] 30
2 18 19 | =16 | =17 | =22 | =23 | 20 21 | =26 | =27 | 24 25 30 31 | —28 | —29
3 19 | =18 | 17 | =16 | =23 | 22 | =21 | 20 | =27 | 26 | —25| 24 31 | =30 | 29 | —28
4 20 21 22 23 | =16 | 17| —18 | —19 | =28 | =29 | =30 | =31 | 24 25 26 27
5 21 | —=20| 23 | —=22| 17 | —-16| 19 | —-18| —29 | 28 | =31 | 30 | —25| 24 | =27 | 26
6 22 | =23 | =20 21 18 | =19 | =16 | 17 | =30 | 31 28 | =29 | —26 | 27 24 | =25
7 23 22 | =21 -201] 19 18 | =17 | =16 | =31 | =30 | 29 28 | =27 | —26 | 25 24
8 24 25 26 27 28 29 30 31 | =16 | =17 | =18 | =19 | =20 | —21 | =22 | —23
9 25 | =24 27 | -26| 29 | -28| —31| 30 17 | =16 | 19 | =18 | 21 | =20 | =23 | 22
10 || 26 | =27 | =24 | 25 30 31 | -28|—-29| 18 | =19 | —-16 | 17 22 23 | —20| -21
11 || 27 26 | 25| —24| 31 | -30| 29 | 28| 19 18 | =17 | =16 | 23 | —22| 21 | —20
12 28 | =29 | =30 | =31 | =24 | 25 26 27 20 | =21 | =22 | =23 | —-16 | 17 18 19
13 ]| 29 28 | =31| 30 | —=25| —24 | =27 | 26 21 20 | —-23| 22 | —-17| —-16 | =19 | 18
14 || 30 31 28 | =29 | -26 | 27 | =24 | =25 | 22 23 20 | =21 | =18 | 19 | —16 | —17
151 31 | =30 | 29 28 | 27| —26 | 25 | —24 | 23 | =22 | 21 20 | -19| —-18 | 17 | —16

3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

—_
o
|
o
—_
)

17 -1 | -0 | =3 2 -5 4 7 —6 | -9 8 11 | =10 | 13 | —-12 | —15| 14
18 || -2 3 -0 -1]| -6 | -7 4 ) -10 | =11 | 8 9 14 15 | —12 | —13
19 -3 | -2 1 -0 | =7 6 -5 4 | —-11| 10 | =9 8 15 | —-14 | 13 | —12
20| —4 ) 6 7 -0 (-1 -2| -3 |-12|-13|-14|-15| 8 9 10 11
21| =5 | —4 7 —6 1 -0 3 -2 | —-13| 12 | =15 | 14 | =9 8§ | —11| 10
221 -6 | =7 | —4 ) 2 -3 | -0 1 —14 | 15 12 | =13 | =10 | 11 8 -9
23 || -7 6 -5 | —4 3 2 -1 | -0 ]| -15|-14| 13 12 | =11 | -10| 9 8
24 || =8 9 10 11 12 13 14 (-0 -1 -2|-3|—-4|-5]—-6/|—-7
25 -9 | -8 | 11 | -10| 13 | —-12| -15| 14 1 -0 3 -2 5) -4 | -7 6
26 || —=10 | =11 | =8 9 14 15 | =12 | =13 | 2 -3 | -0 1 6 7 —4 | =5
27| -11| 10 | -9 | =8 | 15 | —-14| 13 | —-12| 3 2 -1 | -0 7 —6 ) —4
28| —12 | -13 | —14 | —15| =8 9 10 11 4 -5 | =6 | =7 | =0 1 2 3
291 -13| 12 | -15| 14 | =9 | =8 | =11 | 10 ) 4 -7 6 -1 -0] =3 2
30 || —14 | 15 12 | =13 | -10| 11 -8 | -9 6 7 4 -5 | =2 3 -0 | -1
31| =15 | =14 | 13 12 | =11 | -10| 9 -8 7 —6 5) 4 -3 | -2 1 -0
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Tabela A.11: Tabela de multiplicagdo dos 64-nions (dividida em quatro partes, para
melhor legibilidade).

[ o [T 1 T 2 T 3 4 [ 5 ] 6 7 8 [ 9 T 10 11 12 13 14 15
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 —0 3 —2 5 —4 —7 6 9 —3 —11 10 —13 12 15 —14
2 2 —3 —0 1 6 7 —1 —5 10 11 —8 —9 —14 | —15 12 13
3 3 2 —1 —0 7 —6 5 —4 11 —10 9 —8 —15 14 —13 12
4 4 —5 —6 —7 —0 1 2 3 12 13 14 15 —8 —9 —10 | —11
5 5 4 —7 6 —1 —0 —3 2 13 —12 15 —14 9 —8 11 —10
6 6 7 4 —5 —2 3 —0 —1 14 —15 | —12 13 10 —11 —8 9
7 7 —6 5 4 —3 —2 1 —0 15 14 —13 | —12 11 10 —9 —3
8 8 —9 —10 | —11 —12 | —13 | —14 | —15 —0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 3 —11 10 —13 12 15 —14 —1 —0 —3 2 -5 4 7 —6
10 10 11 8 —9 —14 | —15 12 13 —2 3 —0 —1 —6 —7 4 5
11 11 —10 9 8 —15 14 —13 12 —3 —2 1 —0 —7 6 —5 4
12 12 13 14 15 B —9 —10 | —11 —4 5 6 7 —0 —1 —2 —3
13 13 —12 15 —14 9 3 11 —10 —5 —4 7 —6 1 —0 3 —2
14 14 —15 | —12 13 10 —11 8 9 —6 —7 —4 5 2 —3 —0 1
15 15 14 —13 | —12 11 10 —9 8 —7 6 —5 —4 3 2 —1 —0
16 16 —17 | —18 | —19 | —20 | —21 —22 | —23 | —24 | —25 | —26 | —27 | —28 | —29 | —30 | —31
17 17 16 —19 18 —21 20 23 —22 | —25 24 27 —26 29 —28 | —31 30
18 18 19 16 —17 | —22 | —23 20 21 —26 | —27 24 25 30 31 —28 | —29
19 19 —18 17 16 —23 22 —21 20 —27 26 —25 24 31 —30 29 —28
20 20 21 22 23 16 —17 | —18 | —19 | —28 | —29 | —30 | —31 24 25 26 27
21 21 —20 23 —22 17 16 19 —18 | —29 28 —31 30 —25 24 —27 26
22 22 —23 | —20 21 18 —19 16 17 —30 31 28 —29 | —26 27 24 —25
23 23 22 —21 —20 19 18 —17 16 —31 —30 29 28 —27 | —26 25 24
24 24 25 26 27 28 29 30 31 16 —17 | —18 | —19 | —20 | —21 —22 | —23
25 25 —24 27 —26 29 —28 | —31 30 17 16 19 —18 21 —20 | —23 22
26 26 —27 | —24 25 30 31 —28 | —29 18 —19 16 17 22 23 —20 | —21
27 27 26 —25 | —24 31 —30 29 —28 19 18 —17 16 23 —22 21 —20
28 28 —29 | —30 | —31 —24 25 26 27 20 —21 | —22 | —23 16 17 18 19
29 29 28 —31 30 —25 | —24 | —27 26 21 20 —23 22 —17 16 —19 18
30 30 31 28 —29 | —26 27 —24 | —25 22 23 20 —21 —18 19 16 —17
31 31 —30 29 28 —27 | —26 25 —24 23 —22 21 20 —19 | —18 17 16

32 —32 | —33 | —34 | —35 | —36 | —37 | —38 | —39 | —40 | —41 —42 | —43 | —44 | —45 | —46 | —a7
33 —33 32 —35 34 —37 36 39 —38 | —41 40 43 —42 45 —44 | —47 46
34 —34 35 32 —33 | —38 | —39 36 37 —42 | —43 40 41 46 47 —44 | —45
35 —35 | —34 33 32 —39 38 —37 36 —43 42 —41 40 47 —46 45 —44
36 —36 37 38 39 32 —33 | —34 | —35 | —44 | —45 | —46 | —47 40 a1 42 43
37 —37 | —36 39 —38 33 32 35 —34 | —45 44 —47 46 —41 40 —43 42
38 —38 | —39 | —36 37 34 —35 32 33 —46 47 44 —45 | —42 43 40 —41
39 —39 38 —37 | —36 35 34 —33 32 —47 | —46 45 44 —43 | —42 a1 40
40 —40 41 42 43 44 45 46 a7 32 —33 | —34 | —35 | —36 | —37 | —38 | —39
41 —41 —40 43 —42 45 —44 | —47 16 33 32 35 —34 37 —36 | —39 38
42 —42 | —43 | —40 41 46 47 —44 | —45 34 —35 32 33 38 39 —36 | —37
43 —43 42 —41 —40 a7 —46 45 —44 35 34 —33 32 39 —38 37 —36
44 —44 | —45 | —46 | —47 | —40 41 42 43 36 —37 | —38 | —39 32 33 34 35
45 —45 44 —47 46 —41 —40 | —43 42 37 36 —39 38 —33 32 —35 34
46 —46 a7 44 —45 | —42 43 —40 | —41 38 39 36 —37 | —34 35 32 —33
a7 —47 | —46 45 a4 —43 | —42 41 —40 39 —38 37 36 —35 | —34 33 32
48 —48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
49 —49 | —48 51 —50 53 —52 | —55 54 57 —56 | —59 58 —61 60 63 —62
50 —50 | —51 —48 49 54 55 —52 | —53 58 59 —56 | —57 | —62 | —63 60 61
51 —51 50 —49 | —48 55 —54 53 —52 59 —58 57 —56 | —63 62 —61 60
52 —52 | —53 | —54 | —55 | —48 49 50 51 60 61 62 63 —56 | —57 | —58 | —59
53 —53 52 —55 54 —49 | —48 | —51 50 61 —60 63 —62 57 —56 59 —58
54 —54 55 52 —53 | —50 51 —48 | —49 62 —63 | —60 61 58 —59 | —56 57
55 —55 | —54 53 52 —51 —50 49 —48 63 62 —61 —60 59 58 —57 | —56
56 —56 | —57 | —58 | —59 | —60 | —61 | —62 | —63 | —48 49 50 51 52 53 54 55
57 —57 56 —59 58 —61 60 63 —62 | —49 | —48 | —51 50 —53 52 55 —54
58 —58 59 56 —57 | —62 | —63 60 61 —50 51 —48 | —49 | —54 | —55 52 53
59 —59 | —58 57 56 —63 62 —61 60 —51 | —50 49 —48 | —55 54 —53 52
60 —60 61 62 63 56 —57 | —58 | —59 | —52 53 54 55 —48 | —49 | —50 | —b51
61 —61 —60 63 —62 57 56 59 —58 | —53 | —52 55 —54 49 —48 51 —50
62 —62 | —63 | —60 61 58 —59 56 57 —54 | —55 | —52 53 50 —51 —48 49
63 —63 62 —61 —60 59 58 —57 56 —55 54 —53 | —52 51 50 —49 | —48




120 A. TABELAS DE MULTIPLICACAO, O DIAGRAMA DE MULTIPLICACAO DOS SEDENIONS E O RELOGIO DE CLIFFORD

[ ” 16 [ 17 [ 18 [ 19 20 21 22 23 [ 24 [ 25 26 27 [ 28 [ 29 [ 30 [ 31 ]
0 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
1 17 —16 —19 18 —21 20 23 —22 —25 24 27 —26 29 —28 —31 30
2 18 19 —16 —17 —22 —23 20 21 —26 —27 24 25 30 31 —28 —29
3 19 —18 17 —16 —23 22 —21 20 —27 26 —25 24 31 —30 29 —28
4 20 21 22 23 —16 —17 —18 —19 —28 —29 —30 —31 24 25 26 27
5 21 —20 23 —22 17 —16 19 —18 —29 28 —31 30 —25 24 —27 26
6 22 —23 —20 21 18 —19 —16 17 —30 31 28 —29 —26 27 24 —25
7 23 22 —21 —20 19 18 —17 —16 —31 —30 29 28 —27 —26 25 24
8 24 25 26 27 28 29 30 31 —16 —17 —18 —19 —20 —21 —22 —23
9 25 —24 27 —26 29 —28 —31 30 17 —16 19 —18 21 —20 —23 22
10 26 —27 —24 25 30 31 —28 —29 18 —19 —16 17 22 23 —20 —21
11 27 26 —25 —24 31 —30 29 —28 19 18 —17 —16 23 —22 21 —20
12 28 —29 —30 —31 —24 25 26 27 20 —21 —22 —23 —16 17 18 19
13 29 28 —31 30 —25 —24 —27 26 21 20 —23 22 —17 —16 —19 18
14 30 31 28 —29 —26 27 —24 —25 22 23 20 —21 —18 19 —16 —17
15 31 —30 29 28 —27 —26 25 —24 23 —22 21 20 —19 —18 17 —16
16 —0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
17 —1 —0 —3 2 —5 4 7 —6 —9 8 11 —10 13 —12 —15 14
18 —2 3 —0 —1 —6 -7 4 5 —10 —11 8 9 14 15 —12 —13
19 -3 -2 1 -0 -7 6 -5 4 —11 10 -9 8 15 —14 13 —12
20 —4 5 6 7 —0 —1 —2 —3 —12 —13 —14 —15 8 9 10 11
21 —5 —4 7 —6 1 —0 3 —2 —13 12 —15 14 —9 8 —11 10
22 —6 -7 —4 5 2 —3 —0 1 —14 15 12 —13 —10 11 8 -9
23 -7 6 -5 —4 3 2 —1 —0 —15 —14 13 12 —11 —10 9 8
24 —8 9 10 11 12 13 14 15 —0 —1 —2 —3 —4 —5 —6 —7
25 —9 —8 11 —10 13 —12 —15 14 1 —0 3 —2 5 —4 —7 6
26 —10 —11 —8 9 14 15 —12 —13 2 —3 -0 1 6 7 —4 -5
27 —11 10 —9 —8 15 —14 13 —12 3 2 —1 —0 7 —6 5 —4
28 —12 —13 —14 —15 —8 9 10 11 4 —5 —6 —7 —0 1 2 3
29 —13 12 —15 14 —9 —8 —11 10 5 4 -7 6 —1 —0 —3 2
30 —14 15 12 —13 —10 11 —8 -9 6 7 4 -5 —2 3 —0 —1
31 —15 —14 13 12 —11 —10 9 —8 7 —6 5 4 —3 —2 1 —0
32 —48 —49 —50 —51 —52 —53 —54 —55 —56 —57 —58 —59 —60 —61 —62 —63
33 —49 48 51 —50 53 —52 —55 54 57 —56 —59 58 —61 60 63 —62
34 —50 —51 48 49 54 55 —52 —53 58 59 —56 —57 —62 —63 60 61
35 —51 50 —49 48 55 —54 53 —52 59 —58 57 —56 —63 62 —61 60
36 —52 —53 —54 —55 48 49 50 51 60 61 62 63 —56 —57 —58 —59
37 —53 52 —55 54 —49 48 —51 50 61 —60 63 —62 57 —56 59 —58
38 —54 55 52 —53 —50 51 48 —49 62 —63 —60 61 58 —59 —56 57
39 —55 —54 53 52 —51 —50 49 48 63 62 —61 —60 59 58 —57 —56
40 —56 —57 —58 —59 —60 —61 —62 —63 48 49 50 51 52 53 54 55
41 —57 56 —59 58 —61 60 63 —62 —49 48 —51 50 —53 52 55 —54
42 —58 59 56 —57 —62 —63 60 61 —50 51 48 —49 —54 —55 52 53
43 —58 59 56 —57 —62 —63 60 61 —50 51 48 —49 —54 —55 52 53
44 —60 61 62 63 56 —57 —58 —59 —52 53 54 55 48 —49 —50 —51
45 —61 —60 63 —62 57 56 59 —58 —53 —52 55 —54 49 48 51 —50
46 —62 —63 —60 61 58 —59 56 57 —54 —55 —52 53 50 —51 48 49
47 —63 62 —61 —60 59 58 —57 56 —55 54 —53 —52 51 50 —49 48
48 32 —33 —34 —35 —36 —37 —38 —39 —40 —41 —42 —43 —44 —45 —46 —47
49 33 32 35 —34 37 —36 —39 38 41 —40 —43 42 —45 44 47 —46
50 34 —35 32 33 38 39 —36 —37 42 43 —40 —41 —46 —47 44 45
51 35 34 —33 32 39 —38 37 —36 43 —42 41 —40 —47 46 —45 44
52 36 —37 —38 —39 32 33 34 35 44 45 46 47 —40 —41 —42 —43
53 37 36 —39 38 —33 32 —35 34 45 —44 47 —46 41 —40 43 —42
54 38 39 36 —37 —34 35 32 —33 46 —47 —44 45 42 —43 —40 41
55 39 —38 37 36 —35 —34 33 32 47 46 —45 —44 43 42 —41 —40
56 40 —41 —42 —43 —44 —45 —46 —47 32 33 34 35 36 37 38 39
57 41 40 —43 42 —45 44 47 —46 —33 3 2 —35 34 —37 36 39 —38
58 42 43 40 —41 —46 —47 44 45 —34 35 32 —33 —38 —39 36 37
59 43 —42 41 40 —47 46 —45 44 —35 —34 33 32 —39 38 —37 36
60 44 45 46 47 40 —41 —42 —43 —36 37 38 39 32 —33 —34 —35
61 45 —44 47 —46 41 40 43 —42 —37 —36 39 —38 33 32 35 —34
62 46 —47 —44 45 42 —43 40 41 —38 —39 —36 37 34 —35 32 33
63 47 46 —45 —44 43 42 —41 40 —39 38 —37 —36 35 34 —33 32
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[ ” 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
0 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
1 33 —32 —35 34 —37 36 39 —38 —41 40 43 —42 45 —44 —47 46
2 34 35 —32 —33 —38 —39 36 37 —42 —43 40 41 46 47 —44 —45
3 35 —34 33 —32 —39 38 —37 36 —43 42 —41 40 47 —46 45 —44
4 36 37 38 39 —32 —33 —34 —35 —44 —45 —46 —47 40 41 42 43
5 37 —36 39 —38 33 —32 35 —34 —45 44 —47 46 —41 40 —43 42
6 38 —39 —36 37 34 —35 —32 33 —46 47 44 —45 —42 43 40 —41
7 39 38 —37 —36 35 34 —33 —32 —47 —46 45 44 —43 —42 41 40
8 40 41 42 43 44 45 46 47 —32 —33 —34 —35 —36 —37 —38 —39
9 41 —40 43 —42 45 —44 —47 46 33 —32 35 —34 37 —36 -39 38
10 42 —43 —40 41 46 47 —44 —45 34 —35 —32 33 38 39 —36 —37
11 42 —43 —40 41 46 47 —44 —45 34 —35 —32 33 38 39 —36 —37
12 44 —45 —46 —47 —40 41 42 43 36 —37 —38 —39 —32 33 34 35
13 45 44 —47 46 —41 —40 —43 42 37 36 —39 38 —33 —32 —35 34
14 46 47 44 —45 —42 43 —40 —41 38 39 36 —37 —34 35 —32 —33
15 47 —46 45 44 —43 —42 41 —40 39 —38 37 36 —35 —34 33 —32
16 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
17 49 —48 51 —50 53 —52 —55 54 57 —56 —59 58 —61 60 63 —62
18 50 —51 —48 49 54 55 —52 —53 58 59 —56 —57 —62 —63 60 61
19 51 50 —49 —48 55 —54 53 —52 59 —58 57 —56 —63 62 —61 60

20 52 —53 —54 —55 —48 49 50 51 60 61 62 63 —56 —57 —58 59
21 53 52 —55 54 —49 —48 —51 50 61 —60 63 —62 57 —56 59 —58
22 54 55 52 —53 —50 51 —48 —49 62 —63 —60 61 58 —59 —56 57
23 55 —54 53 52 —51 —50 49 —48 63 62 —61 —60 59 58 —57 —56
24 56 —57 —58 —59 —60 —61 —62 —63 —48 49 50 51 52 53 54 55
25 57 56 —59 58 —61 60 63 —62 —49 —48 —51 50 —53 52 55 —54
26 58 59 56 —57 —62 —63 60 61 —50 51 —48 —49 —54 —55 52 53
27 59 —58 57 56 —63 62 —61 60 —51 —50 49 —48 —55 54 —53 52
28 60 61 62 63 56 —57 —58 —59 —52 53 54 55 —48 —49 —50 —51
29 61 —60 63 —62 57 56 59 —58 —53 —52 55 —54 49 —48 51 —50
30 62 —63 60 61 58 —59 56 57 —54 —55 —52 53 50 —51 —48 49
31 63 62 —61 —60 59 58 —57 56 —55 54 —53 —52 51 50 —49 —48
32 —0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
33 —1 -0 -3 2 —5 4 7 —6 -9 8 11 —10 13 —12 —15 14
34 —2 3 —0 —1 —6 —7 4 5 —10 —11 8 9 14 15 —12 —13
35 —3 —2 1 —0 —7 6 —5 4 —11 10 —9 8 15 —14 13 —12
36 —4 5 6 7 —0 —1 —2 —3 —12 —13 —14 —15 8 9 10 11
37 -5 —4 7 —6 1 -0 3 -2 —13 12 —15 14 —9 8 —11 10
38 —6 —7 —4 5 2 —3 —0 1 —14 15 12 —13 —10 11 8 —9
39 —7 6 —5 —4 3 2 —1 —0 —15 —14 13 12 —11 —10 9 8
40 —8 9 10 11 12 13 14 15 -0 —1 -2 -3 —4 —5 —6 -7
41 —9 —8 11 —10 13 —12 —15 14 1 —0 3 —2 5 —4 -7 6
42 —10 —11 —8 9 14 15 —12 —13 2 —3 —0 1 6 7 —4 —5
43 —11 10 -9 —8 15 —14 13 —12 3 2 —1 -0 7 —6 5 —4
44 —12 —13 —14 —15 —8 9 10 11 4 -5 —6 -7 —0 1 2 3
45 —13 12 —15 14 —9 —8 —11 10 5 4 —7 6 —1 —0 —3 2
46 —14 15 12 —13 —10 11 —8 —9 6 7 4 —5 —2 3 —0 —1
47 —15 —14 13 12 —11 —10 9 —8 7 —6 5 4 -3 —2 1 -0
48 —16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
49 —17 —16 19 —18 21 —20 —23 22 25 —24 —27 26 —29 28 31 —30
50 —18 —19 —16 17 22 23 —20 —21 26 27 —24 —25 —30 —31 28 29
51 —19 18 —17 —16 23 —22 21 —20 27 —26 25 —24 —31 30 —29 28
52 —20 —21 —22 —23 —16 17 18 19 28 29 30 31 —24 —25 —26 —27
53 —21 20 —23 22 —17 —16 —19 18 29 —28 31 —30 25 —24 27 —26
54 —22 23 20 —21 —18 19 —16 —17 30 —31 —28 29 26 —27 —24 25
55 —23 —22 21 20 —19 —18 17 —16 31 30 —29 —28 27 26 —25 —24
56 —24 —25 —26 —27 —28 —29 —30 —31 —16 17 18 19 20 21 22 23
57 —25 24 —27 26 —29 28 31 —30 —17 —16 —19 18 —21 20 23 —22
58 —26 27 24 —25 —30 —31 28 29 —18 19 —16 —17 —22 —23 20 21
59 —27 —26 25 24 —31 30 —29 28 —19 —18 17 —16 —23 22 —21 20
60 —28 29 30 31 24 —25 —26 —27 —20 21 22 23 —16 —17 —18 —19
61 —29 —28 31 —30 25 24 27 —26 —21 —20 23 —22 17 —16 19 —18
62 —30 —31 —28 29 26 —27 24 25 —22 —23 —20 21 18 —19 —16 17
63 —31 30 —29 —28 27 26 —25 24 —23 22 —21 —20 19 18 —17 —16
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[ [[ 48 | 49 ] 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 |
0 48 19 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
1 —40 | 48 51 | —50 | 53 | —52 | —55 | 54 57 | —56 | —59 | 58 | —61 | 60 63 | —62
2 —50 | —51 | 48 19 54 55 | —52 | —53 | 58 59 | —56 | 57 | —62 | 63 | 60 61
3 —51 | 50 | —49 | 48 55 | —54 | 53 | —52 | 50 | —58 | 57 | —56 | —63 | 62 | —61 | 60
4 —52 | —53 | —54 | —55 | 48 49 50 51 60 61 62 63 | —56 | —57 | —58 | —59
5 —53 | 52 | 55 | B4 | —49 | 48 | —B1 | 50 61 —60 | 63 | —62 | 57 56 59 | —58
6 —54 | 55 52 | —53 | —50 | 51 48 | —49 | 62 | —63 | —60 | 61 58 | —59 | —56 | 57
7 —55 | —54 | 53 52 | —51 | —50 | 49 48 63 62 | —61 | —60 | 59 58 | —57 | —56
8 —56 | —57 | —58 | —59 | —60 | —61 | —62 | —63 | 48 19 50 51 52 53 54 55
9 —57 | 56 | 50 | 58 | 6L | 60 63 | —62 | —49 | 48 | 51 | 50 | —53 | 52 55 | —54
10 || —58 | 59 56| —57 | —62 | —63 | 60 61 —50 | 51 48 | —49 | —54 | —55 | 52 53
11 || —59 | —58 | 57 56| —63 | 62 | —61 | 60 | —51 | —50 | 49 48 | —55 | 54 | —53 | 52
12 || —60 | 61 62 63 56 | —57 | —58 | —59 | —52 | 53 54 55 48 | —49 | —50 | —51
13 || —61 | —60 | 63 | —62 | 57 56 59 | 58 | 53 | —52 | 55 | —54 | 49 18 51 | —50
14 || —62 | —63 | —60 | 61 58 | —59 | 56 57 | —54 | —55 | —52 | 53 50 | —51 | 48 49
15 || —63 | 62 | —6L | —60 | 59 58 | —57 | 56 | —55 | 54 | —53 | —52 | 51 50 | —49 | 48
16 || —32 | 33 | —34 | 35 | 36 | 37 | —38 | —39 | —40 | —41 | —42 | —43 | —44 | —45 | —46 | —47
17 33 | —32 | 35 | —34 | 37 | —36 | —39 | 38 a1 —40 | —43 | 42 | —45 | 44 7| —46
18 34 | —35 | —32 33 38 30 | —36 | —37 | 42 43 | —40 | —41 | —46 | —47 | 44 15
19 35 34 | —33 | —32 | 39 | —38 | 37 | —36 | 43 | —42 | 41 —40 | —47 | 46 | —45 | 44
20 36 | —37 | 38 | -39 | 32| 33 31 35 11 15 16 17 | —40 | —41 | —42 | —43
21 37 36 | —39 | 38 | —33 | 32 | —35 | 34 45 | —44 | 47 | —46 | 41 —40 | 43 | —42
22 38 39 36 | —37 | —34 | 35 | —32 | —33 | 46 | —47 | —44 | 45 42 | —43 | —40 | 41
23 39 | —38 | 37 36 | —35 | 34 | 33 | —32 | 4r 16| —45 | —44 | 43 12 | —41 | —40
24 40 | —41 | —42 | —43 | —44 | —45 | —46 | —47 | —32 | 33 31 35 36 37 38 39
25 41 40 | —43 | 42 | —45 | 44 47 | —46 | —33 | —32 | —35 34| —37 36 39 | —38
26 12 13 20 | —41 | —46 | —47 | 44 45 | —34 | 35 | —32 | —33 | —38 | —39 | 36 37
27 13| —42 | 41 10 | —47 | 46 | —45 | 44 | —35 | —34 | 33 | —32 | —39 | 38 | —37 | 36
28 11 15 16 a7 40 | —41 | —42 | —43 | —36 | 37 38 39 | —32 | —33 | —34 | 35
29 45 | —44 | 47 | —46 | 41 10 43 | —42 | —37 | —36 | 39 | —38 | 33 | —32 | 35 | —34
30 16 | —47 | —44 | 45 2 | —43 | 40 a1 —38 | —39 | —36 | 37 34 | —35 | —32 | 33
31 a7 16| —45 | —44 | 43 42 | —41 | 40 | —39 | 38 | —37 | —36 | 35 34 | —33 | 32
32 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
33 || —17 | 16 19 | —18 | 21 | —20 | —23 | 22 25 | —24 | —27 | 26 | —20 | 28 31 | —30
34 || —18 | —19 | 16 7 22 23 | —=20 | —21 | 26 27 | —24 | —25 | —30 | —31 | 28 29
35 || —19 | 18 | —17 | 16 23 | —22 | 21 | —20 | 27 | —26 | 25 | —24 | —31 | 30 | —20 | 28
36 || —20 | —21 | —22 | —23 | 16 17 18 9 28 29 30 31 —24 | —25 | —26 | —27
37 || —21 | 20 | —23 | 22 | —17 | 16 | —19 | 18 29 | —28 | 31 —30 | 25 | —24 | 27 | —26
38 || —22 | 23 20 | —21 | —18 | 19 6 | —17 | 30 | —31 | —28 | 29 26| —27 | —24 | 25
39 [ —23 | —22 | 21 20 | —19 | —18 | 17 16 31 30 | —29 | —28 | 27 26 | —25 | —24
40 || —24 | —25 | —26 | —27 | —28 | —20 | —30 | —3L | 16 7 18 19 20 21 22 23
41 || —25 | 24 | —27 | 26 | —29 | 28 31 —30 | —17 | 16 | —19 | 18 | —21 | 20 23 | —22
12 || —26 | 27 24 | —25 | —30 | —31 | 28 29 | —18 | 19 16| —1i7r | —22 | —23 | 20 21
43 [ —27 | —26 | 25 24 | —31 30 | —29 | 28 | —19 | —18 | 17 16 | —23 | 22 | —21 | 20
44 || —28 | 29 30 31 24 | —25 | —26 | —27 | —20 | 21 22 23 6 | —17 | —18 | —19
45 || =29 | —28 | 31 —30 | 25 24 27 | —26 | —21 | —20 | 23 | —22 | 17 16 19 | —18
46 || —30 | —31 | —28 | 29 26| —27 | 24 25 | —22 | —23 | —20 | 21 18 | —19 | 16 7
47 || —31 | 30 | —29 | —28 | 27 26 | —25 | 24 | —23 | 22 | —21 | —20 | 19 ® | —17 | 16
13 —0 —1 —2 —3 —1 =5 —6 -7 —3 —9 | —10 | —i1 | —12 | —13 | —14 | —15
19 1 —0 3 —3 5 —1 —7 6 9 -8 | —11 10 | —13 | 12 5 | —14
50 2 —3 —0 1 6 7 —4 —5 10 11 —8 —9 | —14 | —15 | 12 13
51 3 2 —1 —0 7 —6 5 —1 11 10 9 —8 | —15 | 14 | —13 | 12
52 1 —5 —6 —7 —0 1 2 3 2 3 4 15 —3 —9 | —10 | —11
53 5 4 -7 6 —1 —0 -3 2 13 | —12 | 15 | —14 9 —8 11 —10
52 6 7 1 =5 —2 3 —0 —1 4 | —15 | —12 | 13 0 | —11 | -8 9
55 7 —6 5 1 =3 —2 1 —0 15 4 | —13 | —12 | 11 10 =95 —3
56 8 —9 | —10 | —11 | —12 | —13 | —14 | —15 | -0 1 2 3 1 5 6 7
57 9 8 —11 | 10 | —13 | 12 15 | —14 | —1 —0 —3 2 —5 1 7 —6
58 10 1 g —9 | —14 | —15 | 12 13 —2 3 —0 —1 —6 -7 1 5
59 1 —10 9 8 —15 | 14 | —13 | 12 =3 —2 1 —0 =7 6 =5 1
60 2 13 14 15 B —9 | —10 | 11 | —4 5 6 7 —0 —1 —32 —3
61 13 | —12 | 15 | —14 9 8 1 | -0 | -5 — 7 —6 1 —0 3 —2
62 4 | —15 | —12 | 13 10 | 11 8 9 —6 =7 —4 5 2 =3 —0 1
63 15 14 | —13 | —12 | 11 10 =9 8 —7 6 -5 —4 3 2 —1 —0

Tabela A.12: Tabela de multiplicacao da algebra de Pauli Cl3.
1 ] 2 [ 3|12 ] 13 [ 23 ]123]

0

0 0 1 2 3 12 13 23 | 123
1 1 0 12 13 2 3 123 | 23
2 2 | =12 0 23 1 —-123 | 3 | =13
3 3 | —13| —23 0 [ 123 | -1 -2 12
12 12 | =2 1 123 | =0 | =23 13 -3
13 13 | =3 | 123 | 1 23 -0 | =12 | 2

23 23 | 123 | =3 2 | —13 12 -0 | -1

123 | 123 | 23 | =13 | 12 | =3 2 -1 | -0
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Figura A.1. Diagrama de multiplicacao dos sedenions. Cada reta desse diagrama possui apenas trés
pontos; multiplicando-se dois pontos de uma reta obtém-se o terceiro ponto desta mesma reta, i.e., a
multiplicagdo de dois pontos colineares produz o terceiro ponto colinear. Outrossim, cada curva possui
apenas trés pontos e a multiplicacao de dois pontos de uma curva produz o terceiro ponto da mesma.
A multiplicacdo de dois pontos no sentido da seta produz o terceiro ponto com sinal positivo (+), e a
multiplicagdo no sentido contrario produz o terceiro ponto com sinal negativo (—), e.g., ereg = e4 €

ere1s = —eg. Importante notar que a multiplicacao ¢é ciclica, cada tripla de pontos estd ciclicamente
ordenada no sentido da seta, e.g., e10e4 = eg, eqeg = €15 € eg€12 = €4, fechando, assim, um ciclo. A partir
desse diagrama, juntamente com as propriedades do elemento identidade ey: egeq = eg, exer = —eg

e exeg = egex = e, Vk = 1,...15, é possivel obter completamente a tabela A.9 de multiplicacao dos
sedenions.
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Figura A.2. O Relégio de Clifford. Os diagramas foram gerados através da demonstracao itera-
tiva diponibilizada no formato CDF (Computational Document Format) pelo Wolfram Demonstration
Project http://demonstrations.wolfram.com/TrigramsAndRealCliffordAlgebras. Os simbolos cor-
respondem aos trigramas do I ching, que, numericamente, simbolizam 0,1,2,..,7, no sentido horéario.
Nesta figura apresentamos 8 configuracoes diferentes do relégio de Clifford, para diferentes valores
de p e ¢, ilustrando a 8-periodicidade das &algebras de Clifford reais. Para mais detalhes consulte
http://math.ucr.edu/home/baez/week211.html.

:T

& C1623(R) ~ Ms24288(C)
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